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Resumo

A presente tese de doutorado aprofunda estudos anteriores a respeito da equacgao de Grad-
Shafranov, que deriva das equacoes basicas do Eletromagnetismo e dos conceitos da Teoria
Cinética em Fisica de Plasma. Esta equagao aparece em duas versoes: i) uma versao mais
geral, que se aplica quando a densidade de corrente é definida em funcao da primeira
derivada do potencial vetor magnético, e que nao tem solucao analitica, e i), que é uma
versao simplificada, conhecida como equacao especifica de Grad-Shafranov, que se aplica
quando a densidade de corrente se expressa como fungao da exponencial do potencial
vetor magnético. A equagao especifica tem solugao analitica e foi resolvida primeiramente
por Walker, em 1915, com intimeras aplicagbes a Fisica Espacial. Alguns dos modelos
obtidos a partir da férmula de Walker tém em comum a presenca de pontos neutros do
tipo—X e do tipo—O (ilhas magnéticas), oriundos da teoria da reconexao magnética, e
pontos do tipo—S (S de singular), onde o valor méximo do campo magnético tende ao
infinito. Diversas solugoes foram propostas por outros autores a fim de compreender a
coexisténcia desses pontos. Com o intuito de aprofundar essa discussao, inovou-se com
seis novas solugoes da equacao especifica de Grad-Shafranov, usando os modelos de Fad-
dev, Kan, NAVAL e Yoon-Lui, aplicados a férmula de Walker. Através das analises fisicas
desses modelos, buscamos entender o comportamento dos pontos dos tipos X, O e S em
novas configuragoes topoldgicas do campo magnético dadas pelas novas solugoes. Outro
resultado importante se deve ao estudo tedrico das vizinhangas dos pontos singulares:
neste contexto, propomos uma metodologia para excluir as singularidades. Para isto, ex-
pandimos as equacgoes matematicas dos modos de onda MHD, considerando ou nao a
corrente de deslocamento. Desta forma, torna-se possivel aproveitar essas novas solugoes
em modelos MHD, usando-as como condigoes iniciais para a resolu¢ao numérica da equa-
cao de Grad-Shafranov. Deixamos de sugestao para trabalhos futuros estudar aplicagoes

imediatas destas novas solugoes.

Palavras-chaves: Equacao de Grad-Shafranov, pontos neutros e singulares, método de

Génot, velocidade de Alfvén, ondas magneto-hidrodinamicas.






IDENTIFICATION AND CHARACTERIZATION OF SINGULAR POINTS IN
NEW ANALYTICAL SOLUTIONS OF A SPECIFIC FORM OF THE
GRAD-SHAFRANOV EQUATION

Abstract

This doctoral thesis goes deeper into former studies about the Grad-Shafranov equation,
which derives from the basic equations of the Electromagnetism and from the concepts of
the Kinetic Theory in Plasma Physics. This equation appears in two versions: 7) a more
general one, which applies whenever the current density can be expressed as a function
of the first derivative of the magnetic vector potential, which has no analytical solution,
and 4i), which is a simplified version, known as the specific Grad-Shafranov equation,
which applies whenever the current density can be expressed as an exponential function
of the magnetic vector potential. The specific equation has analytic solutions and was
solved first by Walker, in 1915, with many applications to Space Physics. Some of the
models obtained from Walker’s formula have in common the presence of neutral points of
type—X and type—O (magnetic islands), coming from the theory of magnetic reconection,
and type—S points (S for singular), where the maximum intensity of the magnetic field
tends to infinity. Many solutions were proposed by other authors in order to understand
the coexistence of these points. With the intention of taking this discussion further, we
have inovated with six new solutions of the specific Grad-Shafranov equation, using the
models of Faddev, Kan, NAVAL and Yoon-Lui, applied to Walker’s formula. Through the
physical analysis of these models, we make sense of the behaviour of the types X, O and S
points in new topological configurations of the magnetic field given by the new solutions.
Other important result is due to the theoretical study of singular points’ neighbourhoods:
in this context, we propose a method to remove singularities. To do so, we expand the
mathematical equations of the MHD wave modes, considering or not the displacement
current. Thus, it becomes possible availing of these new solutions to MHD models, using
them as initial conditions to the numeric solutions of the Grad-Shafranov equation. We

leave suggestion for future work to study immediate applications of these new solutions.

Keywords: Grad-Shafranov equation, neutral and singular points, Génot method, Alfvén

speed, magneto-hydrodynamic waves.
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de —1 a 1 em ambos os eixos. Estes sao os dois tipos de figuras geo-
métricas que podem aparecer nos graficos das solugoes da equacao de
Grad-Shafranov. Note também que no ponto tipo—X temos as linhas

limites que sao denominadas separatrizes, e essas passam pela origem

do sistema. . . . .

Contornos de erro constante, (Acale — Aexact ) /{|A]), em que (|A]) é a
média da magnitude de A no grafico. Contornos de erro sao separados
por 1%. (a) Gréfico de solugdo analitica de A(zx,z); (b) Gréfico de

solugdo numérica de A(z, z); (¢) Contornos de erro constante; (d) Zoom
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Velocidades de fase (independentes da frequéncia) em fungao do angulo

entre k e By para ondas de Alfvéns puras e para as ondas MHD rapidas

e lentas quando (a) Va>Vie(b) Va< Ve o oo oo o000

Grafico da densidade de corrente da solucdo de Harris. Observe que
esta solugdo nao tem singularidades. Trata-se, apenas, de uma lamina

de corrente separando plasmas antiparalelos. Usamos b = 0,5 para

compor o grafico. . . . ...

Estes sao os graficos de densidade de corrente da solucao de Fadeev
dada pela equagdo (2.60) com b = 0,5 e f, = 0,5. Esta solucao (pai-
nel (a)) tem duas ilhas magnéticas, localizadas em £27, e também um
ponto do tipo— X, na origem. A constante b, se alterada, muda a quan-
tidade de ilhas magnéticas mostrada, tendo um efeito de afastamento,
enquanto que f, altera o formato das ilhas, deixando-as mais elipticas
quando f, estd préoximo de zero, ou mais circulares quando f, > 1,
também alterando muito a densidade de corrente das ilhas magnéticas.

O painel (b) mostra a mesma solu¢do, mudando somente a janela de

visualizacao. . . . . . .. L L

O painel (a) mostra o grafico de densidade da solugao de Kan, dada
pela equagao (3.12), em que usamos b = 0,5. O grafico conta com
quatro pontos do tipo—X (0, 40,206855) e (0, +£1,2955) e dois pontos
de singularidades, localizados no eixo Z, em (0,4v/b), (0, —v/b). Em
(b), temos uma mudanga na grade para —0,8 < Z < 0,8 ¢ —0,8 <

X < 0,8. Em (c) foi refeito o painel (a) retirando, no entanto, a faixa

—1 < X < 1, onde se encontram as singularidades. . . . . ... .. ..

Grafico da densidade de corrente da solugao NAVAL,dada pela equa-
gao (3.24), onde foi usado b = 0, 5. Este pardmetro altera a quantidade
de ilhas magnéticas, alterando desta forma também o periodo em que
elas aparecem. Tem-se ilhas periédicas com periodo 27, comegando pela
origem. Os pontos singulares estao no eixo X, intercalados com as ilhas,

iniciando em 7 e com periodo 27. Também notamos os pontos tipo—X

acima e abaixo do eixo X. . . . . . ...

Gréfico de densidade da solu¢ao Yoon-Lui-1, dada pela equagao (3.27),
que tem como caracteristica o fato de ter somente uma ilha magnética.
Usamos os parametros v = 1 e v = 4 para plotar estes graficos. Nos
casos (v # 0,v < 1) e (v > 1), a densidade de corrente, .J,, tem uma
singularidade em (0,0). Em (b), nota-se que o campo magnético tem

diregoes opostas ao redor do ponto singular, formando assim um anel

de corrente onde o campo magnético se anula. . . . . . ...
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pontos (—+/a,0) e (y/a,0), e entre as ilhas verificamos um ponto neu-
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Figura 16 — Gréfico da densidade de corrente da nossa proposta de solucao, dada
pela equagao (4.14). Foram usados b = 0,5 e f, = 1 para plota-la. Os
pontos de singularidades sao ((2k+1)m,0), em que k € Z e m é dado em
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Figura 19 — Grafico da densidade de corrente da nossa proposta de solucao dada
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Figura 20 — Grafico da densidade de corrente da nossa proposta de solucao, dada
pela equagao (4.59). Foram usados b = 0,5 e a = 1 para ploté-la. Os
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As figuras (a) e (b) tem uma grade quadrada de -0,7 a 0,7 e, (c) e (d)
tem uma grade quadrada de -2 a 2 em ambos os eixos, respectivamente.

Também fizemos uma mudanca do pardmetro b: em (a) e (¢) temos

b=0,5eem (b)e(d) temosb=—0,5.. . . ... ... ... ...,

Grafico da densidade de corrente da nossa proposta de solucao, dada
pela equagao (4.83). Foram usados b = 0,5 e a = 1 para ploté-la.
Os pontos de singularidades calculados para os parametros ja mencio-
nados sao (0,40,71) (£0,71,0) (£3,29,0). A diferenga desta solucao
para a anterior estd no nao achatamento das ilhas magnéticas ao redor
da origem quando préximas as singularidades (0,40, 71). Na figura b)
temos o mesmo grafico da figura a) apenas retirando —0,5 < X < 0,5

para que a densidade de corrente seja corretamente calculada, ja que

as singularidades nao estao presente. . . . . . . .. .. ... ... ...

Mudanga de grade do gréafico da Figura 22. A figura a) tem uma grade
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retirada de uma faixa vertical de 0, 02 de comprimento, retirando assim
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grades, -2 < Z <2e —-3< X <3 comb=—-0,5,b=—2, ambos com
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Gréfico da densidade de corrente da nossa proposta de solugao dada
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As figuras superiores mostram as variagoes das velocidades de fase de
cada um dos modos de onda MHD rapido (cor azul), MHD lento (cor
vermelha) e puro (cor preta) em func¢ao do angulo € entre k e By, para
os casos (a) va > vs e (b) va < v,. Os graficos foram feitos a partir das
equagoes (4.134) e (4.147), mas o resultado seria o0 mesmo mostrado na
Figura 7, p. 389 de Bittencourt (2018a), construido com as equagoes
(2.112) e (2.119). Isto ocorre porque a condi¢do vy < ¢ foi usada. O
painel (¢) mostra que os modos réapido e puro sao sobrepostos, e a forma

do gréfico nao depende do valor de 0. O painel (d) mostra o modo de

onda lento para trés valores diferentes do angulo 6. . . . . . .. .. ..

Esta figura mostra os resultados para a solucdo de Kan. Os pontos
singulares magnéticos sao marcados em vermelho. O painel a) mostra
um grafico de fluxo do vetor de campo magnético, B,. = Byi+ B,j, em
fungao de X e Z de (3.12), com (4.159) e (4.160). O painel b) mostra
o limite em torno de cada ponto singular a partir do qual va/v,, <
1,004987562 (isto é, fora do limite). Os tltimos trés painéis mostram
as regioes onde 1,004987562 < v4 /vy, < v/2 (cor cinza) e v4 > ¢ (cor

azul) ao redor dos pontos singulares (0, —+/0,5) no painel ¢, (0, 0) no
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1 INTRODUCAO

O desenvolvimento deste trabalho comega enunciando as equagoes bésicas do Ele-
tromagnetismo os conceitos da Teoria Cinética em Fisica de Plasma. Sendo assim, expli-

citamos a lei de Ampére-Mazwell em sua forma diferencial,

—

t)
e (1.1)

ﬁ><f§:ﬂoj+,uo€o

sendo py a permeabilidade magnética do vacuo, J o vetor densidade de corrente, € a
constante de permissividade do vacuo e t o tempo. Pela lei de Ampére-Mazwell, ha duas
maneiras de produzir um campo magnético (é) i) por meio de carga em movimento;
i) por um campo elétrico (E), variando no tempo. Para continuar com a explicacao ¢
importante definir as propriedades fisicas do meio onde a lei de Ampére-Mazxwell sera
utilizada bem como a geometria do problema. Este estudo ¢ aplicado a um plasma con-
siderado como um fluido tinico, de alta condutividade, imerso em um campo magnético,
sem colisoes e considerando que em seu interior acontecem fenémenos de baixa frequéncia
que permitem uma aproximagao magnetostatica (0/0t = 0). Em relagdo a geometria do
problema, utiliza-se o sistema de coordenadas cartesianas 2, 5—D, em que se analisa as va-
riacoes de magnitudes fisicas em um plano X Z e fora dele em apenas uma direcao J. Nesse
sistema, o vetor campo magnético é definido por B = B.(z,2)i + By(x,2)j + B.(, 2)k,
e considera-se o eixo Y invariante (0/0y = 0), o que permite observar todas as possiveis
variagoes das respectivas magnitudes do plasma no plano X 7. Consequentemente, o vetor
densidade de corrente fica definido por: J = Jy(z, z)j A escolha do plano X Z é o adotado
em diversos trabalhos da drea (MANANKOVA, 2003; YOON; LUI, 2005; GENOT, 2005)
e justifica-se pelo fato que varios dos modelos analiticos (que serdo apresentados mais adi-
ante) podem ser utilizados para fazer comparagoes com a magnetocauda da Terra quando
se realiza um corte meridional, com X na linha Sol-Terra e Z no sentido sul magnético.
Para maiores informagoes da invaridancia em um dos eixos de coordenada cartesiana ver
o trabalho de Ojeda-Gonzalez, Prestes e Laurindo-Sousa (2016).

Apés definidas as propriedades fisicas do meio e a geometria do problema, é con-
veniente enunciar a lei de Gauss do magnetismo (V - B= 0), que afirma a nao existéncia
de “monopolos” magnéticos e, como consequéncia, as linhas de campo magnético sempre
serao curvas fechadas. Um conceito bem estabelecido em Eletromagnetismo é a defini¢ao
do potencial vetor magnético Al , que surge como consequéncia da identidade matematica
que garante que a divergéncia do rotacional de um campo vetorial é zero. Porém, é pos-

sivel escrever o campo magnético como B = V x A’ e usar uma identidade vetorial na lei
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de Ampére-Mazwell:

. . » ﬁ . OE
VxB=Vx (VXA/> :V<V~A’) ~VA = | Jre 5 | (2)
=~
=0
Segundo Ojeda-Gonzélez, Prestes e Laurindo-Sousa (2016), pelo fato de considerarmos o

eixo Y invariante, o termo V - Aé nulo, com EelJ paralelos ao eixo Y, e portanto:
—V2A = poJ. (1.3)

Como na equagao vetorial anterior trabalha-se apenas com a componente y, vamos con-

siderar, de agora em diante, A = A,, sendo que:

9?A,  0°A
any + aTQy = —/L()Jy. (14)

A equagao (1.4) é conhecida como equagao generalizada de Ampeére.

Neste momento, se faz necessario informar ao leitor que a equacgao generalizada de
Ampeére, pode-se transformar em duas novas equagoes que serao os principais objetos de
estudo deste trabalho. Estas duas novas equagoes sao: i) equagao de Grad-Shafranov
(GS)!, aplicada quando a densidade de corrente é definida em funcao da primeira derivada
do potencial vetor magnético e que nao tem solugdo analitica (GRAD; RUBIN, 1956;
SHAFRANOV, 1966); i) uma forma simplificada denominada equagao especifica de
GS, aplicada quando a densidade de corrente se expressa em funcao da exponencial do
potencial vetor magnético que, neste caso, tem solugao analitica (KAN, 1973; KAN, 1979;
YOON; LUI, 2005; SONNERUP et al., 2006; OJEDA-GONZALEZ et al., 2015; HU, 2017;
OJEDA-GONZALEZ, 2018).

A equagao de GS citada no item (7) é escrita em termos das coordenadas cartesi-

anas no plano da seguinte forma:

924, O°A, d Bj(Ay)
= —p——o A vy 1.
02 " oz 'uodAy (p( 2 2110 ) ’ (1.5)

em que A, é a componente y do potencial vetor magnético, p é a pressao cinética do
plasma e B, é a componente y do campo magnético (KHRABROV; SONNERUP, 1998;
HAU; SONNERUP, 1999; SONNERUP et al., 2006). A equagao (1.5) é uma equagao
diferencial parcial de segunda ordem que nao possui uma solu¢ao analitica, mas que pode
ser resolvida numericamente como um problema de Cauchy (SONNERUP; GUO, 1996;
HAU; SONNERUP, 1999; HU; SONNERUP, 2001).

Retomando a explicagdo de (1.5), é necessario ressaltar que a proposta de uma

solucao numérica deve ser validada, preferencialmente, por uma comparagdo com uma

1 Para conhecer um pouco mais da vida e obra de Vitali Dmitrievich Shafranov ver apéndice (A.2)
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solucao analitica. Para isto, convém considerar simplifica¢gdes na equagao que possibilitem
eliminar a nao-linearidade. Desta maneira, pode-se obter uma solugao analitica geral que
adéque as condicoes iniciais a implementacao da solugao numérica. Em seguida, explicare-
mos 0 passo a passo que permitird simplificar (1.5) a um ponto em que possa ser resolvida

analiticamente.

O termo da direita em (1.5), no argumento da derivada, define a pressao transversal
do plasma (P;) (KHRABROV; SONNERUP, 1998; HAU; SONNERUP, 1999), ou seja,

Py(Ay(z, 2)) = p(Ay(z,2)) + 210

(1.6)

Existem casos muito especificos da expressao de P, para os quais é possivel obter uma
solucdo analitica de (1.5) (KAN, 1973; ZHENG; WOOTTON; SOLANO, 1996; CARTHY,
1999; ATANASIU et al., 2004).

Apesar da nao fundamentagao Fisico-tedrica prévia, podemos lancar mao de al-
guma Matematica para mostrar ao leitor o porqué de a nova equagcao ser uma simplificagao
conveniente (possibilitando assim solugdo analitica) de (1.5). Para tanto, define-se uma

outra maneira de escrever (1.6):

P, = P, e=? (1.7)
na qual
A
U=—-_" 1.8
B, (1.8)

define o potencial vetor magnético normalizado, By é o campo magnético assintotico, L
representa o comprimento de escala, e

2410
é a pressdo transversal quando A, = 0 (SCHINDLER, 2006). As expressoes (1.6-1.9) sdo

substituidas em (1.5) para obter a equagao especifica de GS (as vezes chamada também

P (1.9)

0

de forma especifica ou simplificada da equagao de GS), com a seguinte expressao:

RV 2V,
8X2 +ﬁ =€ R (1.10)

considerando novas varidveis que nao possuem dimensées: 7 = X e 7 = Z (YOON; LUI,
2005).

Na formulagdo matematica adotada aqui, a componente da densidade de corrente,
Jy, € a seguinte:

B
Jy(x,2) = L—:OA—N’). (1.11)

O intuito desta tese ¢ aprofundar o estudo anteriores sobre as solugoes de GS e,

assim propor novas solugoes. O cerne é o estudo tedrico das regides vizinhas dos pontos

2 Alguns deles aplicados ao Tokamak.
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singulares e a caracterizacao destes pontos coexistindo com os tipo—X e tipo—0O. Além
disso, o trabalho propde uma metodologia para excluir a singularidade magnética, que
possibilita aproveitar as solugdes em modelos magnetohidrodinamicos (MHD) e criar con-
digoes iniciais para resolver numericamente a equacao de GS. Até agora, isso so foi feito
com solugoes analiticas que nao apresentam pontos singulares, como a solucao de Harris
(1962) e Fadeev, Kvabtskhava e Komarov (1965). No entanto, a maioria das soluges ob-
tidas a partir da férmula de Walker apresenta singularidades magnéticas (YOON; LUI,
2005). Isto leva a necessidade de estudar mais a fundo estas singularidades, ainda que
seja uma area delicada para se fazer pesquisa, devido aos diversos tipos de singularidades
serem um “tabu” na Fisica, e existir uma certa resisténcia da comunidade cientifica a acei-
tar esses resultados. No entanto, esses resultados podem vir a ser promissores, haja vista
que podem ser encontrados em diversos modelos na Fisica Teérica moderna. Na propria
Teoria da Relatividade Geral proposta pelo renomado cientista Albert Einstein, aparecem
singularidades em situagdes realistas nas solugoes das equagoes de Einstein (CURIEL,
2021).

1.1 Objetivo Geral

Sendo assim, o objetivo geral deste trabalho em um primeiro momento, é apre-
sentar a equacao especifica de Grad-Shafranov para uma posterior revisao das solugoes
analiticas com singularidades, além de propor novas solu¢oes com singularidades, fazendo
a discussao fisica destas; em um segundo momento, é apresentado um método para excluir
regides com velocidade de Alfvén relativistica ao redor de pontos singulares. Para tanto,
¢é necessario aprofundar o estudo sobre as propriedades do plasma em uma configura-
¢do MHD ideal, assim como a velocidade de fase de ondas MHD. Consequentemente, em
outras palavras, esta tese consiste na proposta de novas solugoes analiticas e de uma me-
todologia para excluir singularidades que permitira utilizar estes modelos como condigoes

iniciais em simulacoes MHD.

1.2 Objetivos Especificos

De modo esquematico, tem-se os seguintes objetivos especificos:

1. Apresentar uma fundamentacao tedrica da equacao de GS a equacao da velocidade

de um fluido magneto-condutor;
2. Discutir o método de Génot para identificar singularidades nas solucoes analiticas;

3. Propor fungoes geradoras g(¢) que possibilitem obter novas solugoes analiticas com

a presenca de pontos singulares no dominio da solucao;
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4. Mostrar o passo a passo do método para calcular a velocidade de fase em casos

relativisticos;

5. Apresentar uma metodologia para isolar e caracterizar as singularidades;

Esta tese estd organizada em cinco capitulos. Além desta introdugao, o Capitulo
2 contém a fundamentagao teodrica, ou estado da arte, serdo apresentados também, os
passos algébricos para obter a equagao da velocidade de um fluido magneto-condutor de
forma detalhada e seguindo um procedimento metodolégico. Esta equacgao sera obtida
em um primeiro momento negligenciando a corrente de deslocamento na lei de Ampére-
Mazxwell que posteriormente serd considerada separadamente. O capitulo 3 apresenta uma
revisao dos principais modelos usados para obtencao dos resultados. No capitulo 4 sao
organizados e discutidos os resultados desta pesquisa. Consideramos também como resul-
tado o fato de considerarmos uma direcao arbitraria para o vetor de onda e para o vetor
campo magnético em ambas equagoes da velocidade de um fluido. Assim, obteremos uma
expressao para a velocidade de fase da onda. O estudo da velocidade de fase implica a
existéncia de trés modos de ondas MHD que sdo amplamente conhecidas na literatura
(ver, por exemplo: Belcher, Davis e Smith (1969), Bittencourt (2018a)). O capitulo 5 des-
creve as conclusoes deste trabalho e os encaminhamentos futuros. No apéndice E, temos
um resumo da produgao cientifica desenvolvida durante o doutorado, tais como apresen-
tagOes em congressos e os artigos publicados. No apéndice A temos um pouco do que
denominamos contexto histérico, onde contamos brevemente um pouco da vida e obra de
Liouville e Shafranov. No apéndice B temos a base tedrica matematica com os resultados
preliminares usados na tese. Por fim, no apéndice C colocamos um pouco dos codigos feito

em Python usados na tese para consulta.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste capitulo encontra-se toda a fundamentacao tedrica deste trabalho. Na secao
2.1 tem-se os conceitos fisicos de possiveis eventos, que podem ser estudados através da
equagao GS. Em seguida, apresenta-se o formalismo fisico-matematico de como encon-
trar a equacao de GS. Ja na secdo 2.3 aborda-se, através da teoria cinética, um modo de
encontrar a equacao especifica de GS. Em seguida, descreve-se uma forma de encontrar
as singularidades através do método de Génot. Nas segoes 2.5 e 2.6 formaliza-se os cami-
nhos para se encontrar a solugao numérica da equacgao de GS, e também a base para a
reconstrucao de um tubo de fluxo usando a equacao de GS. Na secao 2.7 é apresentado
de modo breve, o estado da arte de possiveis aplica¢oes usando a equacao GS. Por fim,
em 2.8 langam-se os conceitos tedricos para calcular a velocidade de fase de uma onda

magnetoacustica.

2.1 Conceitos Fisicos Preliminares

Esta secao sera dedicada a explicar alguns conceitos fisicos preliminares importan-
tes para o entendimento dos fendomenos que podem ser estudados através das Equacoes
de GS, que sao os seguintes: lamina de corrente, reconexao magnética e ondas de Alfvén.

Também aproveitamos para explicar o significado de pontos singulares e sua tipologia.

2.1.1 Laminas de Corrente

Segundo Parnell (2000), define-se uma lamina de corrente — do inglés, current sheet
— como uma concentracao fina e alongada de corrente em uma regiao entre linhas anti-
paralelas de um campo magnético. Esta nocao esta relacionada a uma descontinuidade
tangencial em um limite nao propagante entre dois plasmas, ou seja, numa linha-X, quando
o sistema ¢é forgado, por exemplo, em uma evolugdo magnetohidrodindmica ideal (NESS,
1965; OLIVEIRA, 2020). A formagao da prépria lamina de corrente é consequéncia do en-
contro de dois ou mais regimes de plasmas com suas respectivas configuragoes magnéticas,
podendo interagir de tal forma que os plasmas se tornem interconectados, estabelecendo,
assim, uma troca de energia, massa e momento em pequena e larga escala que poderia
levar as condigoes ideais para acontecer a reconexao magnética (GIOVANELLI, 1946;
DUNGEY, 1961; SOUZA et al., 2016; ZWEIBEL; YAMADA, 2016; FERREIRA et al.,
2017).

Quando B = 0, temos uma lamina neutra. No entanto, nem todas as laminas sao
neutras (ver a Figura 1). No interior de uma lamina de corrente, o campo magnético

evolui por difusdo, enquanto que fora dela o campo magnético é advectivo, e assim sua
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evolugao é definida por MHD-ideal (PARNELL, 2000).

Figura 1 — (a) O campo magnético nos planos de cada lado de uma lamina de corrente
com um campo By uniforme. Considerando fons positivos, a lamina de corrente
estd orientada ao longo do eixo Z. (b) O campo magnético de cada lado de
uma lamina neutra. Para fons positivos a corrente sai da lamina.

B=0

Fonte: Figura 10 de (PARNELL, 2000)

A lamina de corrente na cauda magnética terrestre foi encontrada pela primeira vez
por Ness (1965). Posteriormente, foi também encontrada por diversos autores em lugares
como: O sol, os cometas, a heliosfera, a magnetosfera, o vento solar, o disco de acréscimo
de galaxias entre outros (YOON; LUI, 2005; OJEDA-GONZALEZ. et al., 2018). Ou seja,
pode-se dizer que lamina de corrente ¢ uma regiao com aspecto de “lamina ou chapa”,
sendo que a mesma separa regioes de campo magnético opostos na cauda magnética
(NESS, 1965).

Em certas condigoes, pode-se considerar as linhas de campo como estando “conge-
ladas” no fluido, ou seja, quando em certo elemento de fluido o fluxo de campo magnético
em um contorno fechado que se move com o plasma é constante (ALFVEN, 1942; ALF-
VEN, 1943; COSTA Jr. et al., 2011; SOUZA et al., 2016; CRISTALDO-OLIVEIRA et al.,
2020). Embora o teorema do “campo congelado” seja vélido para a maioria das regioes
do plasma que estudamos, existem regioes planas entre ambos os campos magnéticos dis-
tintos nas quais particulas carregadas poderiam fluir na forma de ldmina de corrente. As
laminas de corrente sao regioes estreitas de grande densidade de corrente (j ). A lei de
Ampeére (V x B = poJ’ ) nos diz que rapidas mudangas espaciais em B, como por exemplo
entre duas regides de campos antiparalelos, é uma assinatura necessaria para formagao
de laminas de corrente. Em ambos os lados da lamina de corrente, o campo magnético
é transversal a fronteira e, portanto, eles constituem uma forma de descontinuidade tan-
gencial. Nao ha fluxo de velocidade através do limite que, uma vez que é estacionario,

deve estar em equilibrio de pressao total, portanto:

Bt _ ., B
Pt =pat o

, 2.1
240 2410 21)
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em que p; e B sdo a pressao de plasma e a intensidade do campo magnético de um lado
da lamina de corrente, e p; e By sdo a pressao de plasma e o campo magnético do outro

lado (PARNELL, 2000).

2.1.2 Reconexdao Magnética

Sabemos que diversos fendmenos que acontecem no interior da magnetosfera e
na atmosfera solar podem ser melhor explicados se entendermos os mecanismos da reco-
nexao magnética entre as linhas de campo magnético (PARKER, 1957; SWEET, 1958;
DUNGEY, 1961; ZWEIBEL; YAMADA, 2016; PHAN et al., 2018; KOGA et al., 2019).
Este conceito de reconexao magnética foi introduzido por Giovanelli (1946), sendo mais
tarde utilizado por Dungey (1961) para explicar a troca de energia entre o vento solar e
a magnetosfera. Os fendomenos que podem estar ligados direta ou indiretamente ao me-
canismo da reconexao magnética sao: explosoes solares — do inglés, solar-flares, — eje¢oes
de massa coronal, sub-tempestades geomagnéticas, tempestades geomagnéticas e eventos

de transferéncia de fluxo — ou simplesmente FTE — do inglés, fluz transfer events.

No meio interplanetario, por exemplo, encontramos o fenémeno de “campo conge-
lado”. Mas existem regides no Universo, como por exemplo as magnetosferas planetarias
e atmosferas de estrelas, onde o plasma é muito resistivo e as linhas de campos deixam de
estar congeladas, criando uma regiao de difusao magnética onde a geometria do campo
faz com que as linhas se reconectem (COWLEY, 1996). Temos também reconexdes no
lado diurno e noturno do campo magnético da Terra. Essas reconexoes dao vazao a outros
processos fisicos que favorecerao o povoamento do anel de corrente equatorial e aceleram

particulas na dire¢do dos polos terrestres, provocando o surgimento das auroras (DUN-
GEY, 1961).

Plasmas magnetizados sao comuns no universo. Eles sao normalmente encontrados
com seus campos magnéticos intrinsecos. Quando esses dois regimes diferentes de plasma
se encontram, pode ocorrer a reconexao magnética, como observado na Figura 2. A re-
conexao, em outras palavras, permite que as linhas de campo sejam retorcidas, gracas
a alguma instabilidade ou zona de difusdo. Sendo assim, as linhas de campo podem se
quebrar e rearranjar rapidamente (PARKER, 1957).

Desde os primeiros estudos, o modelo de reconexao ocorre quando o campo mag-
nético interplanetario é orientado na direcdo oposta ao campo geomagnético da Terra
(DUNGEY, 1961). Temos ai a possibilidade, que é amplamente aceita, de tempestades
magnéticas (GONZALEZ et al., 1994). Além da orientacdo do campo magnético, sua in-
tensidade também é muito importante para ocorréncia de reconexao, pois campos intensos
e de grande duragao tém maior transferéncia de energia, e isso acaba sendo responsavel
por variagoes nos sistemas de corrente e de campo. Denominamos este efeito por atividade
geomagnética (COSTAJR et al., 2011).
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Figura 2 — Temos a ocorréncia, em duas dimensoes, de reconexao magnética para trés
intervalos de tempo distintos. Para t < 0 (antes da formagao do ponto tipo—X
e da regidao de difusdo), temos campos magnéticos antiparalelos, para t = 0,
ainda nao temos reconexao magnética, apenas vemos a marcagao da regiao de
difusdo com o ponto—X formado. As setas cinzas mostram o movimento das
linhas de campo saindo em ¢ > 0 da regiao central, com as linhas de campo ja

reconectadas.
A 4 r'y \/
A Yy /\
t<O t=0 t>0

Fonte: Figura 1 de (SOUZA et al., 2016)

As primeiras descobertas quanto & reconexao magnética, datam de meados da
década de 70 do século XX. De 14 pra ca, tivemos varias missoes espaciais. A missao
Magnetospheric Multi Scale (MMS), da NASA, que consiste em quatro naves espaciais
instrumentadas de forma idéntica que voam em uma formacao tetraédrica perto da mag-
netopausa, foi lancado em 12 de margo de 2015, para responder perguntas abertas sobre a
reconexao magnética na magnetosfera. Com resolugao de tempo sem precedentes (da or-
dem de algumas dezenas de milissegundos), é possivel investigar processos fisicos que ocor-
rem em comprimentos de escala pequenos, na ordem do raio de Larmor (r. = m.v, /|q.| B)
de elétrons (PHAN et al., 2018).

Atualmente temos varios modelos tedricos de reconexao magnética. Vamos mostrar
aqui dois: os de Sweet-Parker e de Petschek. Nao vamos entrar em detalhes no mecanismo
de funcionamento de ambos, considerados classicos na drea. Para mais detalhes, ver os
trabalhos de Parker (1957), Sweet (1958). O importante é notar que a grande diferenca
entre eles se deve ao tamanho da regiao de difusdo, (vide Figura 3). Isso faz com que,
no primeiro modelo, o processo de reconexao seja lento, e no segundo este processo seja
rapido. Os modelos analiticos que serdo apresentados como resultado desta tese também

terao uma configuragdo magnética com a presenca de ponto neutro tipo—X.

Tendo em vista este cenario, a reconexao magnética que ocorre na magnetosfera
terrestre € um importante fendmeno a ser considerado na ocorréncia de sub-tempestades e
tempestades geomagnéticas (GONZALEZ et al., 1994; KLAUSNER et al., 2016), que por
sua vez pode interferir em nossa Tecnologia de Satélites e redes elétricas (SCHWENN,
2006). Desta forma, a equacao de GS apresentada nesta tese pode ser importante e au-

xiliar no estudo da reconexao magnética, podendo ser usada para fazer reconstrugdes em
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Figura 3 — Segue a ilustragdo dos dois modelos de reconexao magnética: Sweet-Parker e
Petschek. Note que a grande diferenca se deve a regiao de difusao. A primeira,
mais alongada e achatada, e a segunda mais curta e mais larga. Destacamos
que ambos os modelos tém coexisténcia de campo nulo e topologia em X,
chamado de ponto neutro tipo—X.

Sweet-Parker Petschek

.Vo

ut

Fonte: Adaptado Figura 1 de Treumann e Baumjohann (2013)

modelos semi-empiricos na magnetosfera e no vento solar (HAU; SONNERUP, 1999; SON-
NERUP; HASEGAWA; PASCHMANN, 2004; SONNERUP et al., 2006; ISAVNIN; KIL-
PUA; KOSKINEN, 2011; HU, 2017; OJEDA-GONZALEZ et al., 2017a; CRISTALDO-
OLIVEIRA et al., 2020).

2.1.3 Ondas Alfvén

Um outro conceito que serda importante para dar suporte a pesquisa aqui apre-
sentada ¢ o estudo de ondas magnetohidrodindmicas em plasmas, que inclui as ondas de
Alfvén (ALFVEN, 1942; ALFVEN, 1943; ALFVEN, 1977).

Devido a alta condutividade (baixa resistividade) do fluido magneto-condutor,
diz-se que as particulas permanecem “congeladas” nas linhas de campo (ALFVEN, 1942;
ALFVEN, 1977; PARNELL, 2000; JR et al., 2011; SOUZA et al., 2016). Esse “congela-
mento” possibilita o surgimento de outros tipos de ondas, que estao relacionadas com a
oscilacao de baixa frequéncia das linhas de campo, como se fossem cordas vibrando em
um violao (SCHINDLER, 2006). A analogia fisica de considerar as linhas do campo mag-
nético como cordas, implica que essas ondas devem ser transversais. Ou seja, o vetor de
onda k é perpendicular a sua velocidade de propagacao. Por exemplo, se considerarmos
um tubo de fluxo magnético, havera uma forca de tragao por unidade de area de valor
T = B?/up, nas duas extremidades do tubo que esticam as linhas (FERREIRA et al.,

2017). Além disso, devido & presenca de tubos vizinhos, uma pressao isotrépica (que nao
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depende da diregao) atua no tubo de fluxo fazendo-o oscilar transversalmente com baixa
frequéncia. Esta oscilacao transversal das linhas se move em forma de uma onda com ve-
locidade v 4, conhecida como velocidade de Alfvén em homenagem ao cientista Hannes O.
G. Alfvén, que as descobriu em 1942 (ALFVEN, 1942; ALFVEN, 1943; ALFVEN, 1977).
Estas ondas nao causam compressoes ou rarefagoes no fluido magneto-condutor (COSTA

Jr. et al., 2011). A expressdo matemética para calcular v, é:

forca de tracao por unidade de area 12
v =
A densidade do fluido

-5 (2.2)
N

em que p,, ¢ a densidade do fluido. As ondas de Alfvén podem ser encontradas, por

exemplo, na atmosfera solar, no vento solar, na magnetosfera terrestre, plasmas astrofisicos
e produzidos em laboratérios (CRAMER, 2001; GONZALEZ et al., 2014; PRESTES;
KLAUSNER; OJEDA-GONZALEZ, 2017; GONZALEZ-AVILES et al., 2019; JAUER et
al., 2019).

Figura 4 — Temos a geometria das ondas Alfvén. A velocidade de propagacao se da ao
longo das linhas de campo magnético, fazendo o movimento senoidal ao longo
das linhas de campo. J& o movimento do fluido e das perturbagoes sao per-
pendiculares as linhas de campo.

Fonte: Figura 2 de (BITTENCOURT, 2018a)

As ondas de Alfvén, descobertas por Hannes Alfvén (ALFVEN, 1942), sao oscila-
¢oes eletromagnéticas transversais de baixa frequéncia, fundamentais em plasmas magne-
tizados. As ondas de Alfvén sdo predominantes na natureza e em plasmas de laboratorio.
Por exemplo, muitas vezes as ondas de Alfvén sdo estimuladas por particulas carrega-
das e energizadas, produzidas durante tempestades geomagnéticas (na magnetosfera) ou
aquecimento em plasmas espaciais e de fusdo (na atmosfera solar). As ondas de Alfvén,
manifestadas como oscilagoes geomagnéticas, também sao frequentemente observadas na
magnetosfera da Terra, devido a perturbagoes do vento solar. Como as ondas de Alfvén
carregam perturbagoes eletromagnéticas e cinéticas, particulas carregadas podem trocar

energia e momento com as ondas, resultando em aceleragao, aquecimento e transporte
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através do campo magnético (LEROY, 1983; CRAMER, 2001). Uma propriedade impor-
tante é a auséncia de flutuagbes na densidade do fluido (p,,) ou pressao (p), devido a

condicao do congelamento nas linhas de campo (ALFVEN7 1942).

2.1.4 Pontos Neutros e Ponto singular

Alguns pontos importantes para nossa andlise aparecerao nos graficos de solugoes
analiticas apresentadas mais adiante. Esses pontos sao ditos pontos neutros ou nulos, e
sao dois os tipos, a saber tipo—X e tipo—0O. Sabemos que nesses pontos temos campo
magnético nulo. Esses dois tipos de pontos sao importantes também, pois na vizinhancga
deles costumam ocorrer laminas de corrente. Temos também o ponto tipo—S, ou singular.
Neste tipo de ponto temos o campo magnético tendendo ao infinito, ou seja, é o inverso
do que ocorre com os pontos tipo neutros. Tais pontos sao retirados da analise grafica,

pois tratam de alguma indeterminagao matematica.

Considerando B (z, z), e expandindo este campo em série de Taylor em torno de

um ponto neutro, mantendo apenas os termos lineares, obtemos a seguinte forma:

By« = bx* + 2cz*
{ T+ 2cz (2.3)

B,« = —2ax* + dz*

em que a, b, c e d sdo constantes arbitrarias (PRIEST; FORBES, 2000).

Apés varios calculos para resolver o sistema, e chamando a parte constante dessa
solugao de &, logo depois de fazer uma rotagao dos eixos (X*, Z*) por um angulo 6 para
o sistema de referéncia (X, Z), encontramos uma expressao para a fungao do potencial
vetor magnético. No entanto, sabemos que as linhas de campo magnético sao dadas pelo

potencial vetor magnético. Este, por sua vez, tem a seguinte equacio ':

~ 2LA,

(z* —az®) = [T -m), (2.4)

sendo L o comprimento de escala sobre o qual o campo esta variando a partir do valor
inicial By (SOUSA, 2018).

O vetor campo magnético, B, quando relacionado com o valor do parametro adi-

mensional & e com a densidade de corrente .J, além da lei de Ampere satisfaz

f_—<B°)(1—a)g, (2.5)

poL
com ¢ saindo do plano X Z.

A equacgdo (2.4) pode representar duas figuras geométricas dependendo do valor
de &, no gréafico de contorno do potencial vetor magnético A,(X,Z) (fixando By = 1

e L = 1), conforme Figura 5. Se & < 0, entdo temos uma elipse, ou seja, um ponto
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Figura 5 — As figuras representam as linhas de campo dada pela componente y do poten-

cial vetor magnético em (2.4), para & = —1,1 (painel da esquerda) e & = 1,1
(painel da direita), em uma grade retangular XZ de —1 a 1 em ambos os
eixos. Estes sao os dois tipos de figuras geométricas que podem aparecer nos
graficos das solugoes da equacao de Grad-Shafranov. Note também que no
ponto tipo—X temos as linhas limites que sdo denominadas separatrizes, e
essas passam pela origem do sistema.

z=-1.1

1.0% 1.0f5

0.5 0.5
= 0.0 ~ 0.0

-0.5 -0.5

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0

Fonte: Adaptado Figura 2 de Sousa (2018)

tipo—0. Se a > 0, temos uma hipérbole, logo um ponto tipo—X. Seguindo o trabalho

de Sousa (2018), temos algumas consideragoes importantes para a reconexao magnética e

esses tipos de pontos. Destacamos a importancia da existéncia de uma regiao de difusao

para reconexao magnética. Desse modo, temos os seguintes casos:

2.2

Duas linhas de campo antiparalelas se cruzam em uma regiao de campo conge-
lado (condutividade infinita), surgindo assim um ponto tipo—X, porém nao temos

reconexao, ou

Duas linhas antiparalelas se cruzam em uma regiao de difusdo do espago, surgindo
assim um ponto tipo—X, e J = 0. Neste caso, as separatrizes formam um angulo

de 6 = 45° com o eixo X, e teremos reconexao.

. As linhas de campo formam um ponto tipo—QO, logo J # 0. No entanto, dentro da

regiao de difusdo nao temos reconexao. Porém, se tivermos algum tipo de instabili-

dade, pode ocorrer reconexao.

. Temos um ponto tipo—X, mesmo que J = 0 em suas proximidades. Neste caso

teremos uma lamina de corrente associada a cada um dos campos magnéticos em

ambos os lados do ponto-X, que deve ter o mesmo sentido;

Equacdo de GS

Nesta secao serd apresentado o desenvolvimento tedrico-matematico para obter a

equagao de GS (1.5), tendo como base os trabalhos de Sonnerup et al. (2006), Ojeda-

Gonzélez et al. (2015). Na teoria MHD, em estruturas 2, 5-dimensionais e estaciondrias, a

1 Ver detalhes em Sousa (2018)
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forca de Lorentz deve ser equilibrada por uma forga ou gradiente de pressao. Este resultado

¢ conhecido como equilibrio magnetostatico:
Vp=Jx B, (2.6)

em que J é a densidade de corrente e p a pressao do plasma. Esta equagao vetorial sera

analisada considerando como invariante o eixo Y’ (a% =0).

Uma maneira conveniente de desenvolver a analise é denotando os vetores no plano

XZ por L. Desta forma, (2.6) é reescrita como:

%j—{—(}gj—{—%f: <J1+Jyg) X <§L+By@>. (2.7)

Utilizando a propriedade distributiva no produto vetorial do termo a direita da equacao
(2.7) o resultado é:

Loy ZLegy (5% Br) + (T x9) By
+ J,B,(§ x §) + J. x B.. (2.8)

No membro direito, o primeiro e o segundo termos estao no plano XZ (ou L), o terceiro
termo é zero e o quarto termo é um vetor paralelo ao eixo Y. No entanto, como a compo-
nente y do vetor no membro esquerdo é zero, a componente y do membro direito também
deve ser zero, e portanto ,]1 X ]§l = 0, uma vez que JlHB?L, ou seja, os portadores de
carga se movimentam, pela propria inércia, alinhados as linhas de campo magnético no
plano X Z. Isto faz com que o sistema seja considerado livre de for¢a (magnética) fora do
plano X Z, mas no espaco 3-D o sistema nao é completamente livre de forca: ha uma forca
(Vp) no plano XZ que garante o equilibrio com a forca resultante de ambos produtos
vetoriais: J, com B, e J, com B, (OJEDA G. et al., 2013). A equaciio (2.6) finalmente
se reduz a:
dp . , Op,

ax:v—l—%z:l]y (QXBZ)jL(Jlxg)By. (2.9)

A equagdo (2.9) vai se transformar na equagao de GS, mas para isso teremos que
expressar ambos os termos em func¢ao da componente y do vetor potencial magnético A
e fazer varios artificios mateméaticos. No primeiro momento, as expressoes para J,§ e J|

devem ser procuradas a partir da lei de Ampeére como segue:

V x B = o = po (Jl + Jyg) . (2.10)

A seguir, para simplificar os célculos, o campo magnético serd escrito como uma
funcao do potencial vetor A. Devido a lei de Gauss para o magnetismo, V- B = 0, B
sempre pode ser escrito como o rotacional de um vetor, ou seja B =V x A . Isto ocorre

porque V- (V x A) = 0. Neste problema, A,(z, z) é usado, ou seja, usamos a componente

y do potencial vetor A. Portanto, o vetor campo magnético pode ser escrito como:

B =V x (A,(z,2))) + By(x, 2), (2.11)
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com A,(x, z) diretamente relacionado ao fluxo magnético no plano X Z. Porém, as linhas
de campo nesse plano sao representadas por uma familia de linhas de contorno fechadas

—

Ay(x,z) = ¢ (SONNERUP et al., 2006). Outra forma conveniente de escrever B é a

seguinte:
= [ 0Ay(z,z) C0Ay(, 2)
B = (— % s By(x, 2); pe . (2.12)

As equagoes (2.11) e (2.12) levam a interpretacao de que B é perpendicular ao
gradiente de A,(z, z), no entanto, o produto escalar entre ambos vetores serd nulo, ou
seja:

B-VAy(z,2) =V x (A)) - VA, + B,j- VA, = 0. (2.13)

A partir do produto escalar de (2.9) e (2.11), teremos que:
B-Vp=0. (2.14)

As equacbes (2.13) e (2.14) implicam que A, e p s@o constantes ao longo das linhas de
campo magnético (OJEDA-CONZALEZ et al., 2015).

Neste momento, convém aplicar o operador rotacional na equagao (2.11) e utilizar
a identidade matematica V x (V x C) = —=V2C + V(V - C), isto é:

V x B=V x(Vx(A))+V x (B (2.15)
= —V?A,0+ VIV (4,9)] + VB, x 4. (2.16)
——

=0

Igualando os termos da direita de (2.10) e (2.16), segue:

- 1 V2A
J+J,0=—VB, x)— L4, (2.17)
Ho Ho
em que
J, = —VB X ) (2.18)
Ho
‘ V2A
J, 9 = ——24. (2.19)

Ho

Como indicado nos paragrafos anteriores, os vetores Jl e B | sao paralelos, de
modo que o vetor VB, é perpendicular a Ji e B 1, respectivamente. Lembramos que VA,
estd no plano XZ, ou seja, VA, L . Com a seguinte identidade vetorial, C x (5 X E) =

D(E-C)—E(D-C), e usando a equagio E, = VD x §, temos que:

—

AXBJ_

§x (VA x7)
A ( A) @(VAy ) @)
A (2.20)

[
<1
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Como VA, L ¢, § x B, é um vetor no plano X 7.
A partir de (2.18) e com a identidade vetorial (D x E) x C = E(D-C)— D(E-C),

obtém-se o seguinte resultado:

> R 1 R R
JlxyBy:%(VByxy) x §B,
B, . . .
= % [9(VBy-9) = VBy(§-7)]

= —&VBy. (2.21)
Ho

Ainda na equagao anterior, foi considerado que VB,, L . A equagao (2.21) representa um
vetor no plano X Z. Fazendo a substituigao de (2.19), (2.20) e (2.21) em (2.9), obtemos:

Vp = —Mi {[V?A,| VA, + B,VB,}. (2.22)
0

Como os vetores VA, e VB, estdo no plano XZ, (2.22) representa um vetor no
mesmo plano. Uma vez que p e VB, sao constantes ao longo de uma linha de campo e
devem ser apenas fungoes de A, as expressoes Vp e VB, podem ser reescritas da seguinte
forma:

Vp = (dp/dA,)V A, (2.23)

VB, = (dB,/dA,) VA,. (2.24)

Substituindo ambas equagoes em (2.22), teremos que:

dp 1 dB

——VA,=——1{[V?A| VA, + B,—2VA, ;. 2.25

dAyv Y HO{[V y]v y+ ydAyv y} ( )
Multiplicado por VLAy, a equagao anterior é reescrita como:

24 1 dB?
VA __d v (2.26)
Mo dAy 2,u0 dAy

Como resultado, se obtém a equagao de Grad-Shafranov (1.5), apresentada na introducao.
Na secao 2.5 se explicam as especificidades da solu¢ao numérica desta equacao, ja que a
mesma nao possui solugao analitica. A seguir encontra-se uma versao mais “simples” dessa

equacao, onde podemos encontrar solugoes analiticas.

2.3 Teoria Cinética para se Obter a Equacao Especifica de GS

A equacao especifica de GS obtida por Kan (1973), a partir da Teoria Cinética de
Plasma, resolvendo o conjunto de equacgoes de Vlasov-Maxwell, considerou uma expressao

de distribuicao de velocidade como uma funcao do fator de Boltzmann da estatistica de
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Mazwell-Boltzmann. O desenvolvimento detalhado de toda a formulagao Fisica-tedrica
usando a Teoria Cinética pode ser encontrado em Cristaldo-Oliveira et al. (2020)(com a

colaboragao do autor desta tese), e cujos detalhes serdo apresentados a seguir.

Para se chegar a equacao especifica de GS usando teoria cinética, tem-se, primeira-

mente, que definir uma fungao distribuicao f,, que nos dara as variaveis macroscopicas do
d° N, (7,5,t)
d3rd3v

se N, como sendo a quantidade de particulas da espécie ou tipo «, na posicao 7, com

plasma, isto tudo dentro de um espago de fase, f, (7, U,t) = . Para isso, utiliza-
velocidade ¥ no tempo t. Sendo que, dSN,(7,7,t) é o niimero de particulas da espécie a
que estd no interior de um elemento de volume d3r, com velocidade ¥ dentro de d*v no

instante t.

Também considera-se auséncia de interagoes internas (choques) das particulas e
que estas estejam sob uma forca externa. Apds todas essas consideracoes e fazendo uma
expansao por série de Taylor em f, (fungdo distribui¢ao), obtém-se a equacao de Boltz-
mann:

0
Spfat T Viatd Vfoa=0, (2.27)

sendo o vetor @ a aceleracdo da particula e ¢ a sua velocidade. Observe que estamos

usando a notagao do operador nabla tanto para 7,

~0 ~0 0
=i—+Jj=—+k— 2.2
\Y zax+jay+ 55 (2.28)
como para v,
Vs +§'i+/% 0 (2.29)

OV, vy, ov,’

A equagao (2.27) em @ pode ser reescrita em termos de forgas externas e internas
(forca de Lorentz), onde F;otal é a soma das forcas externas com as forcas internas decor-
rentes de campos eletromagnéticos internos E e BZ, consequentes do movimento entre as
particulas e que formam a forca de Lorentz. Neste caso, a equacao passa a ser chamada

de equacgao de Viasov. Segue entao o sistema de equagoes de Viasov-Maxwell:

a a o ]_ — — . —
i—|—’U'Vfoé—i——[Fem—I—qoé(Ei—i—v X B)] - Vyfa =0, (2.30)
ot Moy

. . E.
V x B = up (J+ 6088;) , (2.31)

j(x,z,t =0) = an/ﬁ’fa(:c,z,ﬁ)d?’v, (2.32)

plx,z,t =0) = Z Ja /fa(x, 2, 0)dv. (2.33)

Este sistema de Viasov-Mazwell, (2.30)—(2.33), serve para estudar o plasma con-

finado em um campo magnético. Fazendo mais algumas consideragbes, como F,,; = 0,
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E; = 0 (de plasma confinado) e f,, independente do tempo, pode-se simplificar o problema
considerando-o MHD ideal.

Supondo que o plasma estda em equilibrio termodinamico, entdo podemos conside-
rar que na vizinhancga de qualquer ponto existe equilibrio, e teremos uma funcao continua
de velocidades considerando a estatistica de Mazwell-Boltzmann para f,. Para obter uma
expressao final de f, temos duas consideragdes a fazer: ¢) os ions positivos se movimen-
tam com uma velocidade de deriva U;, no sentido positivo do eixo Y, e os elétrons com
velocidade U, no sentido oposto. Para manter a notacao, na equacao a velocidade de de-
riva aparecera como U,; 7)) a fun¢do de distribuigdo devera depender de constantes de
movimento, ou seja, Hamiltoniana e Momento Candnico. Apds o cdlculo da Hamiltoniana

e da Langrangeana relacionada a forca de Lorentz, temos:

3/2 —mey aP—qaUa A
fa(l’, Z, 17) = ng, (27:—041_‘) 6[2kBTa (Ung(Uy*Ua)?MJg)*q k;Ta y] , (2'34)
TTRB1 o

em que ng, ¢ a densidade total de particulas no interior de uma esfera de raio r e T,, ¢ a

temperatura das particulas da espécie a.

Substituindo (2.34) em (2.32), obtém-se:

‘1a¢ QOzUaAy}
Znoaan el FpTa (2.35)
Em consequéncia da equagao generalizada de Ampére (1.4), tem-se:
dap—qaUaA
VZAy = —Ho Znoa(JaUa@{ FpTa y] (2.36)
«

O plasma, do ponto de vista macroscopico, é considerado eletricamente neutro. A
expressao da densidade do plasma é:

110405 (IQUaAy]

E GaNo, e FpTa

Porém, pela propriedade de neutralidade macroscopica do plasma, fica evidente que p(z, z)

(2.37)

precisara se anular. Para tanto, precisamos que |¢;| = |g.| = ¢, no; = noe = no, % = —%
e a equagao (2.36) transforma-se em:
U. qU;
Vsz = —2uoqnokp (T; + T.) A e[’“BTz‘ Ay], (2.38)
2kpT;

sendo ¢, U, T = [i,e] ions e elétrons. A equagao (2.38) fica definida em fungdo da carga

elétrica (¢), da velocidade de deriva (U), da temperatura (7'), e da densidade de particulas
(no)-

Introduzindo duas constantes, temos:

Bg = 2u0n0k3 (T; + Te> (239)
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2kpT;
[ — B

= (2.40)

Substituindo (2.39) e (2.40) na equacao (2.38) encontramos:
By
V2Ay = —Te 2\11,
sendo ¥ = Z—gz. Finalmente chegamos a equacao especifica de GS, dada no Capitulo 1

por (1.10), j& com a notagao uniformizada.

Na proxima secao apresenta-se um método mais simples de identificar a presenca

de singularidades nas solugoes analiticas de (1.10).

2.4 Método de Génot para ldentificar Singularidades

Os autores Yoon e Lui (2005) encontravam as singularidades de (1.10) analisando
a funcao WU: se esta tinha alguma inconsisténcia matematica, ou seja, apds analisar o
dominio da fun¢do ¥ encontram-se as singularidades, o que dependendo da expressao
pode ser muito trabalhoso e dificil. Mas Génot (2005) descobriu uma forma mais direta de
encontrar as singularidades usando a fungao geradora ¢(¢). Ele diz que a fungao geradora

nao pode ser arbitraria e deve satisfazer a seguinte condicao:
Vinlg'(Q)] = 0, 2.41)

tal que ¢g(¢) é uma fun¢do complexa.

Em outras palavras, Génot (2005) diz que podemos reescrever a equagao:

4 /12
—2U — |g(C) | 5 (242)
[1+19(¢)P]
como )
1 4|g’
U=—"In LQ (2.43)
2 \(1+1gP)
Agora usando o teorema B.0.1 na equagao (2.43), e alguma algebra temos:
VU = -Vinlg|+ Vin(1+|g?) = ~Vin|g| + 2L, (2.44)
Note que (2.44) é igual a (2.42) se, e somente se, VIn|g'(¢)| = 0. Agora se qui-
sermos encontrar de fato as singularidades, devemos calcular |¢'(¢)| = 0, sendo esta a

segunda condicao de Génot.

A importancia de (2.44) é que esta expressao permite determinar, a partir de, ¢'(¢),
os pontos singulares (X, Z) de ¥(X,Z). Ou seja, as singularidades podem ser obtidas
diretamente a partir de ¥, ou a partir dos zeros (rafzes) e polos de ¢'(¢) (GENOT, 2005;
YOON; LUI, 2005b). Vamos fazer dois exemplos, um sem singularidades e outro com
singularidades (SOUSA, 2018):
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1. O primeiro exemplo é a solugao de Fadeev, Kvabtskhava e Komarov (1965). Consi-

9(¢) = fp+\/1+ £, e, (2.45)

sendo f, uma constante qualquer. Primeiramente, calcula-se a derivada de g(():

19" (O] = [(fp + 1+ f2) | = lin/1 + f2e], (2.46)

onde, usando a definicao (B.0.3), obtemos:

i1+ F26 - () T+ 2N = (L4 el )

Agora vamos calcular VIn |¢'(¢)| usando o teorema (B.0.1):

dere a funcao geradora:

Vin[(1+ fp?)e(ic—ic*)]% — 4%8% (8(2* In(1 + fpz)e(z’c—ic*))
= 28% (aic* In(1+ f))+1In e@fif*))
=2%<3— @»£5w04m>
= 20% (—i)=2-0=0. (2.48)

Logo, segundo (2.48), temos a primeira condigdo (2.41) satisfeita. Agora vamos
calcular de fato as singularidades, encontrando os zeros da funcao ¢'(¢). Para tanto,

substitui-se ( = X + i¢Z, na equagao |¢'(¢)| = 0, como segue:

7(¢) = [(1—{—f£)ei§_i<*]% _ [(1+f§)ei(x+i2)—i(X—iZ)}%

1

= /14 f2e 7 (2.49)

Como a fungdo (2.49) ndo apresenta zeros nem polos para nenhum valor de Z,

concluimos que solugao de Fadeev nao tem singularidades.

2. No segundo exemplo, usa-se solugdo NAVAL IV de Sousa (2018), na qual encontra-se

a seguinte fungdo geradora
g(¢) = senh (ib(C). (2.50)

Calculando sua derivada, temos:
g'(¢) = senh(ib¢)" = ibcosh(ibC). (2.51)
Agora usa-se a defini¢ao (B.0.3) para calcular o médulo de ¢'(¢):

|9 (€)| = |ibcosh(ib()| = [ibcosh(ibC) - (—i)b cosh(—z'bg“*)]%. (2.52)
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Considerando o teorema (B.0.1), segue que:

0

Vinlg/()] = 42 ( g

o¢*

% <1n [b? cosh(ib() cosh(ibg*)ﬁ)) (2.53)

usando as propriedades de logaritmo e derivando os dois obtemos:

Vinlg'(¢)] = 4 0 < J (1 Inb* + %lncosh(ibg) + %lncosh(ibf*))) (2.54)

¢ \acr \2
_, Oibtanh(ib¢)
= 4%#_4 0=0. (2.55)

Mais um vez (2.55) demonstra que (2.41) foi satisfeita, e portanto ja podemos cal-

cular os zeros da fungdo geradora. Logo fazendo-se |¢'({)| = 0, tem-se:
| senh’ (ib)| = b] cosh (ib¢)| = 0 (2.56)

Neste ponto, usa-se a definigao (B.0.5) como segue,

b| cosh (ibC)] = by cosh? (bZ) — sen? (bX) = 0 (2.57)

Note que, a identidade é verdadeira se, e somente se, Z = 0 e sen (bX) = =+1.

(Clas)is O) (em que k € Z) sao

Portanto, basta que: X = £2Z-, por exemplo. Logo, < T

27
os pontos singulares, que nesse caso sao periodicos.

No capitulo 3, nas secoes 3.3 e 3.5 veremos os graficos da solu¢ao de Fuaddev e
NAVAL IV, respectivamente, e assim poderemos visualizar que, no caso de Faddev, nao
temos realmente singularidades, e que no caso NAVAL temos singularidades periddicas

acima do eixo X.

2.5 Solucao Numérica da Equacao de GS

Os autores Sonnerup e Guo (1996), Hau e Sonnerup (1999) desenvolveram um
método numérico para resolver a equacao (1.5). Algumas melhorias na solu¢ao numérica
foram propostas por Ojeda-Gonzélez et al. (2015). De forma geral, o método consiste em
fazer uma aproximacao de segunda ordem em termos de uma série de Taylor em torno de
um ponto genérico x = zy construindo uma grade retangular X 7. Este método é muito
conveniente porque os dados coletados por um satélite, ao cruzar uma estrutura de plasma
no meio interplanetario ou na magnetosfera, podem ser usados como condic¢bes iniciais
para a implementagdo numérica da solugdo (SOUSA, 2018). Os pardmetros fisicos do
plasma que o satélite precisara medir sao os seguintes: as trés componentes da velocidade
e do campo magnético e a densidade e temperatura dos protons e elétrons. Desta forma,
é feita uma reconstrucdo de Grad-Shafranov (GSR). Desses pardmetros ao longo

da trajetoria do satélite para estimar e estudar varias estruturas em plasma espacial a
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partir de dados, em particular de observacoes de nuvens magnéticas ou de tubos de fluxos
magnéticos (HAU; SONNERUP, 1999; HU; SONNERUP, 2002; HU; SONNERUP, 2003;
HU et al., 2004; HU, 2017; OJEDA-GONZALEZ et al., 2017a). Os principais passos para

resolver numericamente a equacgao de GS serdo apresentados a seguir.

O intuito desta secdo é responder a seguinte pergunta: como justificar, do ponto
de vista matematico, um método para resolver numericamente a equagao de GS? Para
responder a pergunta anterior, deve-se seguir os trabalhos de Sonnerup e Guo (1996), Hau
e Sonnerup (1999), Ojeda-Gonzalez et al. (2015) e Ojeda-Gonzélez (2018).

O método consiste em fazer uma expansao em série de Taylor até segunda ordem
de A, (z, z) na linha z = 0, ou seja, acima do eixo X. A equagdo resultante terd trés termos
para serem calculados a partir de condigoes iniciais. Para isto, sera necessario utilizar um
método de diferengas finitas e a equagao de GS (1.5). Desta maneira, em cima de uma
grade retangular xz predefinida, preenchem-se os valores de A,(z, zo = Az) e das outras

magnitudes do plasma. As peculiaridades do método numérico sao apresentadas a seguir.

O desenvolvimento comega definindo a grade retangular zz. Para efeito de exemplo
vamos usar a mesma grade de Hau e Sonnerup (1999), Ojeda-Gonzélez et al. (2015), com
as seguintes dimensdes: 0 < z < 51 com resolugao espacial Ax = 51/101 e =5 < 2 <5
com Az = 0, 1Az. O préximo passo é fazer a expansao em Série de Taylor de A, (z, z0£A%2)

até segunda ordem nas imediagoes de zg = 0. Isto é,

Ay(z, £Az2) 2 A (2,0) £ (%)xo Az + % (a;:;y)xo (Az)?, (2.58)
Para continuar com a resolugdo numérica de (2.58) ha duas opgoes: i) trabalhar com
dados de um satélite no interior de um tubo de fluxo? da magnetosfera ou no vento solar.
Neste caso, ha informacoes das trés componentes do campo magnético, da densidade
e temperatura de elétrons e protons que se utilizam para obter a pressao cinética do
plasma, da seguinte forma: p = kg(n. + n,)(T. + 1,)/2. ii) conhecendo uma solugao
analitica de (1.10) obtida pela formula de Walker (3.1) (que também permitird obter as

trés componentes do campo magnético e a pressao cinética do plasma).

No primeiro dos casos, é necessario aplicar o método conhecido como reconstru-
cao de Grad-Shafranov (GSR)? (HAU; SONNERUP, 1999). Para desenvolver GSR, é
preciso utilizar varias ferramentas de analise de dados, como o método de minima vari-
dncia (SONNERUP; CAHILL, 1967; ROSA-OLIVEIRA et al., 2020), o sistema de refe-
réncia chamado deHofmann-Teller (KHRABROV; SONNERUP, 1998), a correlagao de

deHofmann-Teller, a correlacao de Walén, e o método numérico para resolver integrais e

2 Tubos de fluxo sio FTEs que derivam do processo de reconexdo magnética. Os primeiros FTEs

foram identificados basicamente por meio de alteragoes do campo magnético, entretanto, as regioes de
reconexao, e consequentemente, os tubos, também podem ser detectados por mudancas na velocidade.
Este método esta explicado na secao seguinte
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interpolagao com uso de splines cubicos, o que torna o método GSR de complexa imple-
mentacao computacional. O passo a passo da implementacao do método e os conceitos

mencionados na sentenca anterior sao detalhados na secao 2.6.

No segundo dos casos, todas as condig¢oes inciais sao obtidas a partir de expressoes
analiticas, tornando a solugdo numérica um problema computacional menos complexo
quando comparado com GSR. A vantagem de trabalhar com a solugao analitica é a pos-
sibilidade de aperfeicoar a solu¢ao numérica, ja que permite fazer comparacgoes na grade
xz entre o resultado numérico e o analitico no dominio da solugao. Nesta secao, a solucao
numérica serd apresentada a partir desta segunda perspectiva, ou seja, utilizando-se a
solucdo analitica de Fadeev, Kvabtskhava e Komarov (1965) como apoio. A solugao de
Fadeev também foi utilizada nos trabalhos de Hau e Sonnerup (1999), Ojeda-Gonzalez et
al. (2015).

A funcao geradora de Fadeev foi apresentada em (2.45), mas serd reescrita aqui,
uma vez que foi inserido um parametro de escala b no argumento da fungao exponencial,

como segue:
9(¢) = fy+ /(L + f?)e . (2.59)
Com ela, obtém-se a seguinte solu¢ao analitica de (1.10):

fpcos(bX) + /1 + fZcosh(bZ)
b Y

Ay(z,2) = —(LBy)¥(X, Z) = —(LBy) In (2.60)

em que L representa o comprimento de escala , By é o campo magnético assintético e
X =x/L, Z = z/L. O parametro f, € R é utilizado para realizar manipulagoes no grafico
da solu¢ao (CRISTALDO-OLIVEIRA et al., 2020). A equagao (2.60) ndo tem pontos
singulares; o que facilita sua utilidade em modelos numéricos, fornecendo os parametros

de entrada.

Segundo a equagao (2.12), as componentes do campo magnético sdo as seguintes:

A,

B, = —, 2.61
5 (2.61)
e(24y/LBy)
B, = By —5 (2.62)
0A,
. = ——. 2.63
e (2.63)
A partir da equagao (1.5), calcula-se a pressdo cinética do plasma como:
By? (24,/LBy)
p = ——e\ YT 2.64
o (2.64)
a pressao transversal do plasma por:
2 2
p—pt B _ B eayny (2.65)

200 2p0
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e a pressao total por:
sz + By2 +BZQ

2.66
2 (2.66)

PTotal =p+

Apés as definigoes anteriores, tem-se condi¢oes de retomar a andlise de (2.58). Os

dois primeiros termos da direita da equacgao sao obtidos de:

Ay(z,0) = —/ B.(2",0)dz" (aplicando método dos trapézios) (2.67)
0

(0A,/02),0 = Bu(x,0). (2.68)

Veja que ambos casos podem ser obtidos diretamente de (2.60). O terceiro termo de (2.58)

é calculado a partir de (1.5):

924, 924, dP,(A,(z,0))
= — g ) 2.
< 822 ) z,0 < a.fl’2 ) x,0 o dAy ( 69)

O primeiro termo da direita da equacao anterior calcula-se a partir de diferencas finitas

de segunda ordem (ver apéndice em Ojeda-Gonzélez et al. (2015)):

(82149) 245 — 5 A + 4Ass — Ajas

Ox? (Ax)?
+ O(Az?) (progressiva(+) e regressiva(-)), (2.70)
32Ay _Ai+1 — 2141 + Ai—l 2
< 52 >l = (Ar)? + O(Az®) (central). (2.71)

O método para obter o segundo termo da direita da equagao (2.69) ¢é listado a

seguir:

1. Calcula-se a funcao:
2

Py(x,0 by
t(l', >_p+ 2,“/0,

em que B, é obtido de (2.62) e p de (2.64);

2. A partir do gréafico de Pi(x,0) por A,(z,0), é feita uma interpolagdo com ajuste
exponencial P;(A,) = he(=24%) em que h é uma constante do conjunto dos ntimeros

reais;

3. Com a fungdo P;(A,) obtida do ajuste exponencial pode-se obter [gf;]( . Esta
;0

funcao P,(A,) sera mantida sem alteragoes para qualquer Az durante a integracao

numérica. Neste momento, o valor de A(z,+Az) em (2.58) passa a ser conhecido,

mas ainda falta realizar alguns ajustes.
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O terceiro termo de (2.58) pode causar crescimentos exponenciais, provocando di-
vergéncia no uso de métodos numéricos. A maneira de evitar valores com comportamentos

exponenciais é com a utilizagdo de um filtro proposto por Hau e Sonnerup (1999):

Ay = () Ay + (1~ () (A, + Ay),
1

Ayi = w<Z)Ayi + 5(1 - w(’z))(Ay(i—l) + Ay(i+1)) e
_ 1
Ay =w(2)Ayy + 5(1 —w(2))(Ayy +4,y), sendo que,
1 para z =0,
w(z)=4¢ 1—1 | para outro, (2.72)
2/3 para 2 = |Zmaz|-

No entanto, antes de passar para o seguinte Az e calcular A,(x,£2Az), é necessario
procurar os valores de B,(x,+Az) e B,(xz,+Az). No célculo da componente z, utiliza-se

diferengas finitas de primeira ordem:

B,(z,£Az) = —(0A,/0%), +a. onde, (2.73)
(0A,/0x); = (A1 — A1)/ (2A7) + O(AZ?). (2.74)

O valor de B, (x,+Az) é obtido através da expansao em série de Taylor de primeira ordem:

B, (v, £Az) =

By (2,0) £ (0B, /0%2),0Ax%, (2.75)
= B, (x,

(z,0) £ (9%A,/02%) 0%, (2.76)
Verifica-se que o segundo termo da direita também se calcula a partir de (2.69) com os
respectivos passos explicados em paragrafos anteriores.

Desse modo, é possivel prosseguir para calcular A,(z, £2Az) como segue:

- 04, 1 (9*A, 2.
Ay(x, £2Az) =2 Ay (z, £Az) £ (E)z,im Az + 5 < 5.2 )I’iAZ (Az)% (2.77)

Os passos continuam sendo os mesmos explicados anteriormente. Em resumo, para o passo

n onde z = £(n — 1)Az + Az, tem-se que:

Ay(x,£nAz) =2 Ay(z, £(n — 1)Az) £ (%) Az+
0z z,£(n—1)Az

1 (82Ay) )
+ = (Az)?, (2.78)
2 0z* z,£(n—1)Az

e a grade X Z fica completamente preenchida com os valores de A,(z, z).

Para se melhorar a solugao numérica da equacao de GS, é preciso obter a mesma

solugdo que o Benchmark. Portanto, na Figura 6, mostra que (a) é o gréifico da solugao
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exata A(z,z) = In{acosz + v1+a?coshz}; (b) é a solucdo numérica derivada da con-
di¢ao inicial. O dominio de integracao foi estendido para 51 pontos no eixo X, ou seja,
0 < x < 51, indo de -5 a 5 no eixo Z, sendo que o dominio original era de: 0 < x < 40 e
—2,5 <z <2,5. JAem (¢) mostra os contornos do erro constante (Acac — Aexact ) /{|Al),
em que (JA|) é a média da magnitude de A no gréafico. Por fim, (d) é uma aproximagao
ou “zoom” de (¢). Na Figura (b) observa-se que, conforme nos afastamos no eixo X na
solucao numérica, as ilhas magnéticas sao reconstruidas com algumas diferencas quando
comparadas com a solugao analitica na Figura(a). A explicacao é que o problema numérico
é mal colocado (do inglés, ill-posed problems) logo, existe um crescimento exponencial dos
erros durante a implementacao da solu¢ao numérica. Para diminuir este efeito é necessario
usar um filtro, o que torna a solu¢ao numérica mais precisa a medida que nos afastamos

no eixo X (OJEDA-GONZALEZ et al., 2015).

Figura 6 — Contornos de erro constante, (Acale — Aexact ) /{|A[), em que (JA4]) é a média
da magnitude de A no grafico. Contornos de erro sdo separados por 1%. (a)
Gréfico de solugao analitica de A(z, z); (b) Grafico de solu¢ao numérica de
A(z, 2); (c) Contornos de erro constante; (d) Zoom dos contornos de erro
constante,

Fonte: Adaptado Figura 6 de Ojeda-Gonzalez et al. (2015)

2.6 Reconstrucdo de Tubos de Fluxo Utilizando a Equacao de GS

O método de reconstrugao de tubos de fluxos (do inglés, fluz-ropes) foi desenvol-

vido para recuperar as estruturas bidimensionais na magnetopausa®*, usando a equacao

4 A magnetopausa é localizada ao longo da posicdo de equilibrio entre a pressdo dindmica da bainha

magnética e a pressdo magnética da magnetosfera, onde predomina-se a reconexao magnética como
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de GS em MHD ideal. Denominamos esse método de reconstrucao de Grad-Shafranov
(GSR). Este método usa dados coletados de satélites, como condigdes iniciais, ja que es-
tamos lidando com um problema de Cauchy, que apesar de nao ter solu¢ao analitica pode
ser integrado numericamente. Esse método foi aplicado com sucesso, como dito na intro-
dugdo, para resolver problemas de tubos de fluxo e nuvens magnéticas (MCs) no meio
interplanetario. Vamos descrever os passos necessarios para se aplicar o método (GSR),

apresentado por Hau e Sonnerup (1999):

1. Dados de Entrada: A analise de dados utiliza um conjunto de valores, K, me-
didos, em intervalos de tempo constantes, das componentes do campo magnético
(Bx, By, Byz), velocidade do plasma (vx, vy, vz) para elétrons e prétons, densidade
do plasma p e temperatura 7', esta calculada 7' = (TH + QTL) /3 nos casos em que

temos aproximadamente a anisotropia de temperatura.

2. Anélise da Minima Varidncia (MVA): Usamos MVA nos vetores de campo
magnético medidos (By, By, Bz) em GSE, para determinar 7, o vetor normal a
magnetopausa (SONNERUP; CAHILL, 1967; BOTHMER; RUST, 1997; BOTH-
MER; SCHWENN, 1998; OJEDA-GONZALEZ et al., 2017a; OJEDA-GONZALEZ
et al., 2017b; ROSA-OLIVEIRA et al., 2020). Os autovalores da matriz de vari-
ancia magnética sao Ai, A9, A\3. Esses autovalores devem ser distintos, ou seja, nao
degenerados. Esta condicao se cumpre quando Az ! > 2 (LEPPING; BEHAN-
NON, 1980). No entanto, um estudo recente por (ROSA-OLIVEIRA et al., 2020)
prop0s uma nova métrica P para escolha dos autovalores ndo degenerados, eles de-
vem ser em ordem decrescente e os autovetores normalizados correspondentes sao:
T = EL,J?JQ = EM,Q?;), = BN, em que o autovetor I3 = BN é o vetor © normal na

magnetopausa.

3. Determinar a velocidade no sistema de referéncia chamado deHoffman
- Teller: A velocidade deHoffman-Teller (HT') é uma velocidade na qual o campo
elétrico residual é minimizado. A existéncia de um sistema de referéncia HT' indica
que um padrao quase estacionario coerente de campo magnético e velocidade de
plasma, como uma onda ou camada de corrente, esta presente. Se o campo elétrico
medido no sistema de referéncia do instrumento a bordo do satélite for F , entao
o campo elétrico no referencial HT', assumindo que tal estrutura exista, é E =
E+Vyrx B =0 (KHRABROV; SONNERUP, 1998). A lei de Faraday, avaliada
no referencial HT, nos di V x E' = —(dB/dt)' = 0. A existéncia do referencial HT
implica que a estrutura do campo magnético amostrado é estacionaria quando vista
nele. Se os dados a serem analisados foram coletados dentro de regides e estruturas

onde a aproximacao MHD-ideal é valida, de modo que E+7xB 0, entao o

responsavel pela transferéncia de energia, massa e momento entre a bainha e a magnetosfera.
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campo elétrico convectivo, —v/ x é, pode ser usado para obter o campo elétrico
(KHRABROV; SONNERUP, 1998). Para obter uma aproximagao da velocidade
Vur a partir de um conjunto de dados experimentais, K (seguindo o trabalho de
Khrabrov e Sonnerup (1998)), o valor médio do campo elétrico (denotado por D(V))
¢ o menor possivel para um determinado conjunto de medic¢oes, K:
D) = L3 B = Ly
K K

k=1 m=1

= N 2
<17(k) - V) x BUf)’ . (2.79)

A velocidade HT é o valor da velocidade neste referencial, V, que minimiza D(V),

ou seja, Vi D(V) = 0. A solucao é a seguinte:
Var = Ayt (AWF®) (2.80)

onde os colchetes angulares (---) denotam a média de uma quantidade sobre o
conjunto de K medigoes, e Ag = <A("“)>, onde Ay é uma matriz nao singular. Nessas
expressoes, cada A® é a matriz de projecdo, P*), em um plano perpendicular a
E(k), multiplicado por B®?.

®) _ pk)? B B (8?2 p(k)
A#V =B (5“V — W =B P'wj . (281)

Em resumo, como resultado deste processo, calcula-se VHT de (2.80) para ser utili-

zado no préximo item.

. Correlagao deHoffman-Teller: Uma descontinuidade tangencial (T'D) é onde

—

nao temos campo magnético ao longo da componente normal, (B) - 7w = 0, nem
qualquer transporte de plasma através da descontinuidade. Uma descontinuidade
rotacional (RD) é onde uma componente de campo magnético é finita ao longo da

—

normal, (B) -7 # 0, e ha fluxo de plasma através da fronteira. Para ter uma medida

da qualidade do referencial HT, os dois campos elétricos E*) = —gk) x B® ¢
ESC)T = —VHT x B® sio esbogados um contra o outro, componente por componente.

A correlacao entre esses dois campos é considerada muito boa quando o coeficiente
de correlagao ¢ ccyy =~ 1. Também pode-se calcular a inclinacao da reta, resultado
do ajuste linear no mesmo grafico. O valor deverd ser proximo de 1. Em resumo,
uma alta correlagdo significara a existéncia de uma 7'D onde, no modelo simples de
dois fluidos, o campo magnético considera-se “congelado” no fluido do plasma (E" =
0) (KHRABROV; SONNERUP, 1998). A se¢ao transversal da magnetopausa parece
ser a de uma T'D basica, onde as estruturas no campo magnético transversal foram
geradas pelo modo tearing® (HAU; SONNERUP, 1999). O método de deHoffman-
Teller é utilizado para validar o uso de GSR, ou seja, somente serd possivel aplicar
GSR a uma estrutura de plasma quando ccy; =~ 1 e a inclinacao do ajuste linear

também tenha valores proximos de 1.

5

Tipo de instabilidade que pode acontecer no plasma.
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5. Correlacao de Walén: Este método também serd de validagao fisica do GSR,

similar ao item anterior. Se examinarmos a velocidade do plasma,
V' =V — Vgr, (2.82)
no referencial HT e sua relacdo com as medicgoes locais da velocidade de Alfvén,
Va = B (1opo) "2, (2.83)

a velocidade do plasma serd pequena em comparagao com as correspondentes velo-
cidades de Alfvén e do som. Um grafico de dispersao componente por componente
dessas duas velocidades, referido como grafico de Walén, pode ser feito (KHRA-
BROV; SONNERUP, 1998). Se existir um bom referencial HT', essas flutuagoes
podem ser interpretadas como sendo causadas por estruturas quase-estacionarias 2-
D ou 3-D movendo-se além da espaconave com velocidade de valor V. Na pratica,
ao fazer o grafico de Vj (abscissas) versus V' (ordenadas) espera-se que a incli-
nacao da reta, obtida por regressao linear dos dados, seja pequena, ou seja, com
um angulo de inclinagao proximo de zero. Isto reforca a existéncia de uma 7D na
magnetopausa (HAU; SONNERUP, 1999).

. Sistema de coordenadas Grad-Shafranov: Um tépico importante no esquema

de reconstrucao é o procedimento para encontrar o eixo invariante ¢ 6timo das es-
truturas 2 — D. As estruturas sao tratadas como aproximadamente independentes
do tempo em um sistema de referéncia que se move com a mesma velocidade delas,
ou seja, estd se referindo ao referencial deHoffman-Teller com velocidade constante
Viur. Caso a estrutura de plasma que esta sendo analisada nao seja estacionaria, pode
ser mais dificil a implementacao do modelo, pois é necessario fazer um conjunto de
testes antes de realizar a reconstrucao. Quando encontramos uma estrutura 2 — D
convectiva, pode-se proceder para definir um vetor normal ao plano GS. Lembrando
a notagao adotada: para os eixos do MVA usaremos a notacao (Z, &2, &3), corres-
pondendo as dire¢oes de variancia minima, intermedidria e maxima. Para definir os
dois eixos no plano GS os autores Hau e Sonnerup (1999) fizeram dois ajustes. O pri-
meiro é uma rotagao em torno do eixo x3 por um angulo 6 para dar um novo sistema
de coordenadas |, &, ¥4, ou seja, &5 = T3, &% = Facos(0) — 1 sen(d) e &) = T3 x .
Um angulo de teste é usado inicialmente. O segundo é a projecao da velocidade
de deHoffman-Teller no plano x|z}, ou seja, Vi = <X7HT . :%’1> T+ (VHT . :i:’2> .
O sistema de coordenadas GS final (#,7, 2) é formado com esta projegdo, isto é,

/\_ = s A_A[ A_A A
CC——VHTt/ Vare| 2 = 25,0 = 2 X T.

. Distancia ao longo do eixo x: Se observarmos no referencial HT', a espagonave

se move com velocidade |‘7HTt| ao longo do eixo X, no sentido de aumento dos
valores de z, durante o percurso da magnetopausa (HAU; SONNERUP, 1999). Os
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10.

11.

12.

elementos do conjunto de dado campo magnético e pressao de plasma, sao separados
por distancias |Vy7¢|T ao longo de X, onde 7 é o tempo entre amostras de dados
consecutivas. A conversao do tempo t para a distdncia x ao longo do eixo X é

xr = ‘VHTt‘t-

Calcule A,(z,0): Devido a independéncia do tempo e ao fato de que Virr é um vetor
constante, os intervalos de tempo podem ser convertidos diretamente em distancias
espaciais com dz = —Vypadt. O potencial vetorial A,(x,0) ao longo de X ¢é obtido

usando a equagao (2.67) deste capitulo.

Calcule as pressoes P, e p: As outras condigoes iniciais para fazer a reconstrucao
do GS sao derivadas das pressoes P, e p respectivamente. A pressao do plasma é
p = koNT|[Pa], onde N = (Ne + Np) 10°[1/m?] é a densidade do plasma, T =
((T. + T,) /2) 10° [K] é a temperatura, e kg = 1,382 [J-m - K~! = Pa-m?® - K]
¢ a constante de Boltzmann. A pressio transversal, P, = (p + B2/2u) [Pa] com
B,[T] sendo a componente y do campo magnético projetado no sistema de coorde-

nadas GS, o = 471077 [N/A?] permeabilidade do espaco livre.

Graficos de P, por A(x,0) e ajuste de Minimos Quadrados da fungao: A

dP;(z,y)

dA(zy) COM Y = 0 ¢ transfor-

equagao generalizada de Ampére (1.4), quando J, =
mada na equagao (2.69), que reescrevemos aqui:

PAN\  (9PA)\  dR(A(x,0)
02 )., \o2 ), "7 aa,

O segundo termo do membro direito da equacao é uma derivada de primeira ordem.
Uma funcao analitica, P;(A,) é necessaria para resolvé-lo. Uma maneira de fazer isso
é preparar um grafico de P;(x,0) versus A,(z,0) e ajustar a uma curva exponencial
usada na reconstrucao. A primeira derivada da func¢do exponencial é uma condicao
inicial que é usada durante a reconstrucao. Basta fazer uma funcao exponencial

polinomial, com ajuste de minimos quadrados.

Interpolacao Usando Splines Ciibicos: A interpolacao dos dados é realizada
pelo uso de um spline ctibico para gerar incrementos espaciais Az adequados para
a integracio, sendo Az = |(zg — zx)| /N, onde N é o ntimero de pontos de inter-

polacao entre cada amostra de dados original.

Resolvendo Grad-Shafranov: A equagao de Grad-Shafranov resolve-se numeri-

camente (ver Secao 2.5) com

Ay(z,0),
(0A,/02)z0 = By(x,0),
(0%A,/02%), 4,
(0A,/0x),0 = —B,(z,0), e
(4 (p+ Bj/2m0) /dA, ],
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como dados de entrada. A solugdo GS gera um mapa de A(z, z) em torno da traje-

téria da espagonave (eixo X) com —2zpax < 2 < Zmax-

13. Escolha do 4ngulo ideal de rotagao (#): Aplique os critérios para escolha étima
do eixo Y, conforme descrito no final da se¢ao 2.2 de Hau e Sonnerup (1999) com
melhoria em Hu et al. (2003). Se esses critérios parecerem mal atendidos, volte &
etapa 6, selecione um novo angulo # para rotacao de § em torno do vetor normal 77

e repita o calculo.

14. Solugao numérica: Apds satisfeitas todas as condigdes anteriores, se procede a
ultima etapa. O método numérico é direto: um solucionador GS numérico explicito
¢ aplicado para calcular o valor do potencial vetorial, A,, em um dominio retangular
(ver segao 2.5). O resultado final da técnica é um grafico de contorno de linhas de
campo transversais recuperadas em um dominio retangular em torno da trajetéria
da espagonave, junto com as distribui¢des de campo axial, densidade de corrente,

pressao de plasma e etc.

Em resumo, o mais dificil no esquema de reconstrugao, para resolver a equacao GS,

é o grande nimero de etapas (14 no total) antes de resolver numericamente a equagao.

2.7 Principais Aplicacoes da Equacdo de GS

A equagao (1.5) também pode ser escrita nas configuragoes axialmente simétricas
no sistema de coordenadas cilindricas (AMBROSINO; ALBANESE, 2005). Esta notagao
¢ mais comumente usada na aplicagdo desta equagao ao estudo do campo magnético
confinado em um Tokamak (ATANASIU et al., 2004), drea de pesquisa em que esta
equacao ¢ consagrada. Neste contexto existe ainda outro método de solucao explicado
por Lackner (1976) e Carthy (1999), que consiste em um algoritmo que faz um ajuste pelo
método dos minimos quadrados, considerando apenas um autovalor como parametro nao
linear na solugao numérica da equacao GS. Este trabalho nao ira abordar essas aplicagoes
da equacao de GS ao estudo do Tokamak, mas serve para mostrar a utilidade desta

equacao na area de Fisica Espacial.

A solucio de Harris considera como funcio geradora g(¢) = €', que resulta na solu-
¢do unidimensional: ¥(Z) = In sech™(Z), como podemos ver com mais detalhes na secao
3.2. Ela foi utilizada como condi¢ao inicial em uma série de trabalhos (ARZNER; SCHO-
LER, 2001; BIRN; HESSE, 2001; BECKER; NEUKIRCH; SCHINDLER, 2001; HESSE;
BIRN; KUZNETSOVA, 2001; KUZNETSOVA; HESSE; WINSKE, 2001; OTTO, 2001;
SHAY et al., 2001; MA; ZHANG, 2001; PRITCHETT, 2001), que tinham como desafio es-
tudar a reconexao magnética bidimensional no ambiente geoespacial, fazendo simulagoes
magnetohidrodindmica (MHD) — do inglés magnetohydrodynamic — e particula eletromag-

nética na célula (PIC) — do inglés electromagnetic particle in cell, — executadas com os
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mesmos parametros de entrada (BIRN; HESSE, 2001). As simulagoes citadas tiveram o
intuito de estudar o efeito Hall na lei de Ohm generalizada e o efeito da resistividade na

regiao de difusao dos elétrons e fons nas vizinhancas do ponto neutro tipo—X.

Varias técnicas que sao consideradas aplicacoes da equacao de GS ja foram citadas
na secao 1, além das aplicacoes dadas nas secoes 2.5 e 2.6, que falam especificamente do
método de reconstrucao aplicado a tubos de fluxo e o método numérico para solucao da
equagao GS, respectivamente. Nesta secao pretendemos aprofundar um pouco cada uma
dessas aplicacoes, buscando compreender melhor as técnicas usadas e sua aplicabilidade
nos mais diversos fendomenos. Nao temos a pretensao de esgotar o tema, ou até mesmo
trazer uma revisao completa da literatura. Queremos tao somente, de alguma forma, con-
tribuir mostrando as principais aplicagoes que usam a equagao GS. Comega-se resumindo
as aplicagoes da técnica de reconstrugao de Grad-Shafranov (GSR) para estruturas de

plasma no Geoespaco.

A técnica GSR, cujo procedimento detalhado foi apresentado em (2.6), foi desen-
volvida primeiramente por Sonnerup e Guo (1996) para interpretar dados de satélites para
além das ferramentas convencionais da andlise de séries temporais, obtendo assim mais
informagoes de uma quantidade pequena de dados. Logo, a GSR usa um unico satélite
para sua execucao, porém necessita de varios satélites para a validagao dos resultados,
melhorando assim sua confiabilidade. Esta técnica tem sido aplicada nos mais diversos
cenérios, como ao cruzamento da magnetopausa (HU; SONNERUP, 2000), eventos de
transferéncia de fluxo na magnetopausa da Terra (SONNERUP; HASEGAWA; PASCH-
MANN;, 2004), nuvens magnéticas no vento solar (HU; SONNERUP, 2002), tubo de fluxo
em pequena escala no vento solar (HU; SONNERUP, 2001), tubo de fluxo na cauda mag-
nética da Terra (LU et al., 2015) e tubo de fluxo em outros ambientes planetarios, como
a atmosfera de Marte e a ionosfera de Vénus (HASEGAWA et al., 2012).

Logo, comecamos a expor as aplicagoes do método GSR, revisando a literatura

nas suas diversas técnicas para os mais variados fenémenos (HU, 2017):

1. Laminas de corrente na Magnetopausa e Estruturas Associadas. Hau e Son-
nerup (1999) foram pioneiros em usar GSR para estruturas de lamina de corrente
na passagem de satélite inico na travessia da magnetopausa. Por varios estudos de
casos, descobriu-se que as laminas tém diversas morfologias bidimensionais, como
pontos nulos Tipo—X, ilhas magnéticas (ponto Tipo—0O), e tubos de fluxo. Isto vai
muito além das descontinuidades tangenciais (TD), verificadas na aproximacao uni-
dimensional. Em outras palavras, usar o resultado geral da reconstrucao GS de tais
cruzamentos de magnetopausa pode oferecer uma vista 2 — D estendida, revelando
muito mais recursos do que se pode perceber a partir de dados de linha tnica numa
trajetoria satelital 1 — D da lamina de corrente de um tipo TD. Temos também

os Eventos de Transferéncia de Fluxo (FTEs) associados, onde sao usados dados
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de diversos satélites integrantes do Cluster® (ESCOUBET; FEHRINGER; GOLDS-
TEIN, 2001). Os FTEs sao caracterizados por tubos de fluxos cilindricos embutidos
em laminas de corrente na magnetopausa (TEH et al., 2010). Temos um exemplo
de um tubo de fluxo que foi recuperado usando GSR. Essa estrutura foi identificada
como uma ilha magnética embutida numa reconexao magnética na magnetopausa
do lado diurno, usando os satélites do grupo THEMIS™ (ANGELOPOULOS, 2008).
Este evento estava na regiao de difusao de ions, e a verificacdo in situ confirma as
caracteristicas da regidao, mostrando como o método é efetivo nessa reconstrucao
do fendémeno. E importante destacar que a reconstrucio do tipo GS de estruturas
HALL-MHD 2 — D ideais ou resistivas foi desenvolvida por Sonnerup e Teh (2009)
e aplicada para reconstruir estruturas de campo magnético tipo HALL a partir de

Clusters na cauda magnética.

. Validacao dos Resultados da Reconstrucao GS: Correlagao de Miltiplos

Satélites. Ainda sobre o uso da reconstrugao de cruzamentos na magnetopausa e
FTESs, notou-se beneficios ao se usar multiplos satélites de medigoes simultaneas,
pois assim pode-se determinar melhor o eixo invariante, que é o principal parametro
geométrico da GSR. A orientagao deste eixo é refinada calculando um coeficiente de
correlacao entre o campo magnético medido e o reconstruido (usando dados de varios
satélites), variando a orientagao do eixo, dentro de uma faixa permitida. Essa abor-
dagem foi testada para cruzamentos da magnetopausa por quatro satélites Cluster
em Hasegawa et al. (2004), onde os autores conseguiram 0,97 de correlagao entre os
campos magnéticos. Outro beneficio de usar dados de varios satélites ao longo de
diferentes locais e/ou momentos, é para examinar a evolu¢ao temporal da estrutura
comparativamente com a reconstrugao GS de cada conjunto de dados individuais,
sem que isso altere as premissas do modelo. Em outras palavras, podemos tirar o

“instantdneo” e a reconstrugao permanece valida.

. Tubos de Fluxo Magnético Interplanetario. O técnica de reconstrugao em

tubos de fluxo foi aplicada primeiramente por Hu e Sonnerup (2001). No entanto,
Hu e Sonnerup (2002) sdo os que estabelecem formalmente a abordagem sistema-
tica para reconstrugao GS em tubos de fluxos magnéticos de grande escala, ou seja,
em nuvens magnéticas (MCs). Um resultado interessante sobre GSR aplicado ao
estudo de MCs foi a descoberta de multiplos tubos de fluxo num dado intervalo de
tempo (HU et al., 2003; HU et al., 2004). O intervalo de tempo exibia assinaturas
de uma MC, sendo esta indistinguivel da de um tubo de fluxo tnico, onde even-
tos dessa natureza sdo muito raros de se identificar com medigoes in situ. Eventos

de tubos de fluxo multiplos sdo de dificil identificacdo sem a aplicagdo do método

6
7

Grupo de 4 satélites idénticos separados de 1000 a 10.000 km, uns dos outros.
Grupo de 5 satélites
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GSR. Neste evento em especifico, infelizmente nao havia observagao solar para de-
tectar sua origem, ja que nao existe conhecimento de qualquer evento semelhante
de assinaturas tao fortes de tubo de fluxo duplo lado a lado relatados desde entao.
Tivemos outros eventos (HU et al., 2003; HU et al., 2004), de multiplos tubos de
fluxo advindos de uma ICME (Ejecao de massa coronal interplanetaria), revelados
através da reconstrugdo GS e que, de outra forma, seriam de dificil identificagao

usando apenas os dados da série temporal.

4. Validagao dos resultados da reconstrucao GS: Relagcao com as Proprie-
dades da Regido de Origem. Quanto a validacdo da GSR, Hu e Krucker (2015)
compararam as estimativas de linha de campo L, da GSR para um conjunto de
eventos de MCs com as estimativas de comprimentos medidos a partir da anélise
energética do tempo de viagem do elétron (KAHLER; KRUCKER; SZABO, 2011),
isso é, o comprimento da linha de campo pode ser estimado por L, = v, (t. — to), em
que a velocidade do elétron v, e o tempo de chegada t. na localizagao do satélite sao
medidos a partir da detecgao in situ na regiao de origem do feixe dos elétrons. Este é
um exemplo de como se pode fazer uma validagdo usando as propriedades da regiao
de origem, mostrando assim a confiabilidade da reconstrucao GS. A GSR fornece
maneiras criticas, ndo somente de validar a técnica, como também de relacionar as
modelagens feitas in situ com outros estudos relevantes, resultando assim em maior
impacto em comparagdo com a reconstrucdo GS sozinha. Em outras palavras, o
método nao é um adversario de outras técnicas, ou apenas um comparador, mas
permite somar & andlise das mesmas. Por exemplo, Wang et al. (2016) fazem um
estudo estatistico da tor¢ao da linha de campo magnético para uma grande amos-
tra de MCs usando o modelo de Gold-Hoyle. Este estudo foi muito parecido com o
que a reconstrugao GS também mostrou, s6 que para um ntmero mais limitado de
eventos. O que foi mais surpreendente é que esse estudo, quando comparado com
GSR, pdde determinar uma relacao entre torcao e instabilidade, trazendo uma con-
digdo suficiente (torgao total maior que 2, 57 radianos) para instabilidade de tubos

de fluxo originados do Sol, resultado esse somente possivel gracas a combinacao de
GSR e Gold-Hoyle.

5. Reconstrucao do Tipo-GS. Além do método GSR original aplicado a plasmas
magneto-hidrostaticos bidimensionais no espaco, Sonnerup e seus colegas desenvol-
veram uma série de variagoes com base em varias teorias que geralmente vao além
do equilibrio estacionario e quase-estatico (SONNERUP; TEH, 2008; SONNERUP;
TEH, 2009). Denomina-se este método como reconstrucao do tipo GS, uma vez que
compartilham de caracteristicas semelhantes ao método GSR, isto é, matematica-
mente sao um problema de valor inicial de Cauchy, embora o niimero de incégnitas

seja significativamente maior. Além da reconstrucao do tipo GS da estrutura dina-
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mica com fluxo alinhado ao campo, Teh e Hau (2007) também fizeram reconstrugao
bidimensional MHD de cruzamentos na magnetopausa, onde foi constatado uma sé-
rie de ilhas magnéticas embutidas nas camadas de correntes tangenciais semelhantes
a descontinuidade. Logo, embora as equagoes neste caso nao sejam mais do tipo GS,
o problema numérico na reconstru¢ao, permanece como problema do valor inicial
utilizando dados in-situ (SONNERUP; TEH, 2008). Por isso nos referimos a esse
tipo de reconstrucao como do tipo GS. A reconstrucao do tipo GS, embora apli-
cada ao caso estacionario no tempo, tem potencial para aplicacdes em eventos de
tubos de fluxo, especialmente aos de pequena escala, onde a alfvenicidade tende a
ser alta. Em outras palavras, como a inclinacao de Walén pode ser significativa, um
equilibrio dindmico deve ser considerado. Por exemplo, foi aplicado para recuperar
vortices de fluxo na camada limite de baixa latitude da magnetopausa por Eriksson
et al. (2009). Também encontramos utilidade nesse método para mostrar, como se
fosse um primeiro filtro, ainda que cinematicamente, a mudanca da topologia mag-
nética, sugerindo processos de reconexao magnética envolvendo contracao e fusao de
ilhas, que podem ser dinamicamente importantes para a energizacao das particulas
(por exemplo, ler o trabalho de Zank et al. (2014)).

. Melhorias e extensoes do método para reconstrucao GS Varias pesquisas

foram feitas visando melhorar a GSR. Li et al. (2009) modificaram a definigao de
residuo, mostrando assim certa melhora da orientagdo do eixo invariante. Isavnin,
Kilpua e Koskinen (2011) propuseram um diferencial para ser usado no lugar das
diferencas finitas, buscando melhor precisdo numérica dos dados. Essa abordagem
ainda nao se provou correta, uma vez que temos estudos mostrando que usar di-
ferenga finita usual com suavizacdo de trés pontos pode ser mais eficiente (HU;
SONNERUP, 2002). Outras tentativas foram feitas nesse sentido por Hu e Sonne-
rup (2001), que projetaram um filtro que limita a propagagao de erros numéricos,
permitindo a melhora do dominio computacional. Essa abordagem foi testada e
se mostrou exitosa para melhorar a solu¢do numérica de GS (SONNERUP; GUO,
1996). Essas melhorias, conforme falado anteriormente, representam um grande es-
for¢co da comunidade cientifica para melhorar a GSR. No entanto, a reconstrucao
continua essencialmente a mesma na grande maioria das aplicacoes. Outras formas
de melhoramento vao no sentido de atualizar o método para que ele seja capaz de
incorporar mais elementos, podendo assim até em termos de variagdes da reconstru-
¢ao se enquadrar na reconstrucao tipo GS. Por exemplo, tem-se o desenvolvimento
recente na extensao da GSR na geometria toroidal (estrutura em forma de anel de
simetria rotacional) (HU; QIU; ZHENG, 2014). Essa geometria toroidal pode me-
lhorar as observagoes do campo magnético, mostrando panoramicamente o evento
gragas a reconstrucao toroidal GS, facilitando assim a observacao do material eje-
tado do Sol a Terra.
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Em resumo, a reconstrucao GS nao poder ser aplicada a todo tipo de casos, pois se
tivermos um lago fechado, e um lago aberto em formato de U, quando estamos pensando
na secao transversal do tubo de fluxo e, esses dados sao compartilhado pelos satélites
ao longo do caminho, o método GS pode nao conseguir distingui-los. Portanto, apesar
de algumas limitagoes, a GSR desempenha um papel importante para tentar entender
melhor processos fisicos de fendmenos como nuvens magnéticas, tubos de fluxo magnético

e laminas de corrente, podendo lancar luz sobre processos universais responsaveis pela
formagao dessas estruturas (LINTON; MOLDWIN, 2009).

Para concluir pode-se dizer que, outra aplicacao, advinda de uma solugao analitica
e elaborada a partir de uma generalizacao dos modelos Harris-Faddev-Kan-Manankova,
encontrada por Korovinskiy et al. (2018), foi usada para simular o campo magnético
dipolar da Terra, onde para sua validacdo, foi feita uma comparacdo com o modelo
T96 (ZAHARIA; Cheng, 2003), com a configuragdo magnetosférica realista, demostrando
uma precisao de 5% a 10%. Desta forma, podemos notar o potencial para encontrar novas
solugbes da equagao de Grad-Shafranov, ji que as mesmas podem ser usadas na andlise

de laminas de corrente e tubos de fluxos magnéticos, por exemplo.

2.8 Velocidade de Fase de uma Onda Magnetoacistica

Para iniciar este estudo é importante ressaltar de saida que um fluido nao condu-
tor pode sofrer compressoes (mudangas na pressao) e rarefagoes (mudanga na densidade)
quando ondas longitudinais se propagam através dele. Tais ondas tém como caracteristica
que o vetor de onda k6 paralelo a sua velocidade de propagacao (FITZPATRICK, 2008).
Essas ondas longitudinais podem ser interpretadas como actsticas com velocidade adia-
batica v, = (ykpT/m)'/?, sendo ~ o coeficiente de expansdo adiabatico, kp a constante

de Boltzmann, T" a temperatura e m a massa dos atomos no fluido.

No caso de um fluido condutor sob os efeitos de um campo magnético, as particulas

podem oscilar livremente na diregao das linhas do campo magnético (THOMPSON, 1962).

Geralmente, em um fluido magneto-condutor, o campo magnético nao é uniforme
em todo o espago ocupado pelo fluido. A pressao pode ser identificada como pressao

cinética, dada por

p = nkgT, (2.84)
onde n é a densidade numérica e a pressao magnética é:
ps = B?/2p10, (2.85)

que em algumas regioes podem ser diferentes umas das outras e transversais as linhas de

campo.



66 Capitulo 2. FUNDAMENTACAO TEORICA

Essas pressoes produzem variacoes na velocidade do fluido, formando ondas magneto-
acusticas longitudinais, que viajam perpendiculares as linhas de campo com uma veloci-

dade igual a

va; = v? 4+ vh. (2.86)

Nas ondas magneto-acusticas, k é paralelo a v, e ambos sdao perpendiculares a B.

Nessa tese trabalhamos com a equagao da velocidade de um fluido magneto-
condutor usando duas aproximacoes: (i) dada pela lei de Ampére e (ii) levando em consi-
deragao a corregao de Mazwell, inserindo a corrente de deslocamento (.J;). Considerando
uma direcao arbitraria entre o vetor de onda e o campo magnético, obtém-se uma expres-
sao para a velocidade de fase da onda. Existem trés modos de onda magnetohidrodinamica
(MHD) quando a corrente de deslocamento (J4) é desconsiderada ao obter a expressao da

velocidade de fase da onda.

O intuito desta se¢ao é mostrar as etapas algébricas para a obtengdo da equagao
da velocidade de um fluido magneto-condutor em detalhes e seguindo um procedimento
metodologico. Esta equacao serd obtida inicialmente desprezando a corrente de desloca-
mento na lei de Ampére (posteriormente, como resultado deste trabalho, a corrente de
deslocamento serd incluida). Considerando uma diregao arbitraria entre o vetor de onda e
o campo magnético na equacgao da velocidade de um fluido, uma expressao para a veloci-
dade de fase da onda ¢é obtida. O estudo da velocidade de fase implica na existéncia de trés
modos de ondas MHD amplamente conhecidos na literatura (ver por exemplo Belcher,
Davis e Smith (1969), Cramer (2001), Bittencourt (2018a)). Esses modos de onda serao

comparados entre si.

Esta secao esta dividida em duas subsegoes. A subsecao 2.8.1 apresenta a equagao
magnetohidrodinamica basica em funcao da velocidade do fluido sem a corrente de deslo-
camento. Na secao 2.8.2, uma demonstracao detalhada é desenvolvida a partir da equacao
da velocidade do fluido obtida na subsecao 2.8.1 até que a expressao da velocidade de fase

para cada um dos trés modos de onda MHD seja alcangada.

2.8.1 Equacao para a Velocidade do Fluido Negligenciando a Corrente de Deslo-
camento

As equagoes basicas da magnetohidrodinamica sao as seguintes (BITTENCOURT,
2018a):

1. Equacao da continuidade:

0pm .
—— . p— 2.
5 + V- (pmti) =0, (2.87)

em que p,, ¢ a densidade do fluido e 4 é a velocidade média do fluido;
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2. Equagdo de movimento derivada da segunda lei de Newton considerando a forca de

Lorentz:

oi
P oy

em que J ¢é a densidade de corrente;

+ pm(ii- V)i = —Vp+J x B (2.88)

3. Equagao de conservagao de energia em um processo termodinamico adiabatico (pp;) =
constante):
Vp = 03V p; (2-89)

4. Lei de Ampere-Mazwell que negligencia a corrente de deslocamento:

V x B = uydJ; (2.90)
5. Lei de Faraday:
. 0B
E=——:; 291

6. Lei de Ohm generalizada na forma simplificada, o que significa que o efeito Hall foi
desconsiderado, J nao depende do tempo e a diada de pressao é reduzida a uma
pressao escalar onde o gradiente de pressao é desprezivel (BITTENCOURT, 2018b;
SOUZA et al., 2016), apesar de estes termos serem vélidos em algumas das outras
equagoes MHD: B

J _BiaxB, (2.92)
00
em que gq é a condutividade do fluido. Na auséncia de um campo magnético externo,
(2.92) torna-se a Lei de Ohm, J = oo E.

As equagdes (2.87)-(2.92) podem ser combinadas em uma tinica equagao. Os passos
algébricos para se chegar a equacao sao explicados em detalhes no capitulo 15 do livro
de Bittencourt (2018a). Para obter a equagao do fluido, é necessario considerar pequenos
disttirbios de amplitude dos valores de equilibrio do campo magnético (B(7,t) = By +
Bi(7,t)), de densidade (pm(7,t) = pmo + pm1(7it)) e a velocidade do fluido (@(7,¢) =
i1(7, 1)), levando em consideragdo um fluido em repouso ug = 0, com densidade p,,o e

campo magnético By uniforme e constante.

Desta forma, da equagao (2.87) obtemos:

apml
ot

Combinando (2.88), (2.89) e (2.90) o resultado é:

+ (V- @) = 0. (2.93)

0ty

PR S (V x By) x By

Ho

— 0. (2.94)
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As equagdes (2.91) e (2.92) resultam em:

% —V x (i, x By) =0. (2.95)

A equagao (2.93) é derivada em funcdo do tempo para posteriormente substituirmos (2.94)
e (2.95) nela. Consideramos a solugao u;(7,t) = i et de uma onda plana que
permite substituir V = ik e 0/0t = —w, além da identidade vetorial A x (B x C_”) =
(/Y . 6)5 — (/Y .B )6 . O resultado final é a equacao para a velocidade do fluido que possui

a seguinte expressao:

(k) [(E : 17A) @ — (Ga- 1)k — (K -0)7a| = 0. (2.96)

Vale ressaltar que a corrente de deslocamento, até o presente momento foi negligenciada
nos célculos (2.96). Na proxima subsecao, mostraremos o desenvolvimento algébrico até
que a expressao da velocidade de fase para cada um dos trés modos de onda MHD seja

alcancada.

2.8.2 Modos de Onda MHD Negligenciando a Corrente de Deslocamento

Nesta secao é realizado um procedimento algébrico na equagao (2.96), considerando
o caso de propagacao de ondas magnetoactsticas em um plasma, onde o vetor de onda

possui uma dire¢ao arbitraria em relacao ao campo magnético.

Antes de iniciar o desenvolvimento algébrico de (2.96), é 1til definir um sistema
de coordenadas cartesianas de modo que o eixo Y seja perpendicular ao plano definido
pela direcao ke pelo vetor de indugao magnética éo, escolhendo Z ao longo de éo, como

mostrado na Figura 7.

Figura 7 — Sistema de coordenadas cartesianas mostrando as orientagoes relativas dos
vetores k e By.

X

Fonte: Figura 6 de Bittencourt (2018a)
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Denotando o dngulo entre k e By por 6 e os vetores unitarios por i, j, k, temos:

k = k(sen6i+ cos0k), (2.97)

Ta = wvak, (2.98)
i = Ul + ulyj + Ulzfﬂ, (2.99)
k-Us = kugcoso, (2.100)
ki, = k(uy,sen + uy, cos@). (2.101)

Para continuar com a andlise algébrica, convém denotar os membros de (2.96) com

os nimeros romanos I, II, III1, IV, V e VI da seguinte forma:

—

—w + (02 + 02 (k- )k +

\—v—/ N — J
1 II
+(kn) | (k- va)ay — (Wi -a)k — (k- a)va | =0. (2.102)
H/—/ \ - / N -~ J/ [\ — )
111 I \%4 I

Embora (2.102) parega ser muito complicada de resolver, ela leva a solugdes simples para

ondas que se propagam em direcoes paralelas ou perpendiculares ao campo magnético.

Voltando a (2.102), notamos que foi separada por partes para melhor compreensao.
Trabalharemos com cada uma das partes separadamente, substituindo as equagoes (2.97)-
(2.101) em (2.102). Na parte I,

I = —wup0 — w2u1y§' — wuk. (2.103)
Na parte 11,
IT =K*(v? 4+ v%) (u1, sen 0 + uy, cos 0)
(sen 0 + cos Ok)
=k2(v? 4 v%) sen O(uy, sen O + uy, cos 0)i + 05+
+ k(0% 4 v%) cos O(u, sen 0 + uy . cos 0)k. (2.104)
Logo,
IIT = kvacosf (2.105)
e IV se escreve como,
IV = kv cos Quy,i + kv cos Gulyﬁ' + kvy cos QupLk. (2.106)

O termo denotado por V' é transformado da seguinte forma:

V = — vauyk(sen 07 + Oj -+ cos «912;)
— — vauy, sen 0ki + 0] — (vauy, cos Ok)k. (2.107)
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E, finalmente, VI resulta em:

VI = — k(uy,sen @ + g, cos H)UA/%
=014+ 07 — kva(uy,sen @ + uq, cos 9)]% (2.108)

Agora, temos que substituir 7 a VI em (2.102) e fazer os calculos para cada um

dos componentes. Comecando com o eixo X:

—w?ur, + k(02 + v}) sen O(uy, sen 6 + uy, cos 0)+
+ kva cos O[kva cos Qui, — kvasenBuy,| =0,
—w?uy, + k2 (02 + vh) sen? Ouy, +
+ k*(v? 4 v%) sen 6 cos Qu,y .+

+ kQUi cos? Quy, — k2v124 sen # cos Buq, = 0.

Continuando o desenvolvimento matematico,

Urp[—w? + k(v + v}) sen? 0 + kv’ cos® 0]+
+ uy[k*(v2 + v3) sen 6 cos § — k*v% sen 6 cos 6] = 0,

Ui [—w?® + k*0? sen? 0 + K20} Esen2 6 + cos® 0)]+

J/

]
+ u1, [k*0? sen 0 cos O+

+ k*v% senticos 0 — kv semticos 0] = 0.
Finalmente, a equagao para o eixo X é a seguinte:

Ure[—w? + k204 + k*0? sen? 0]+

+ u.[k*v? sen 6 cos 0] = 0. (2.109)

Para o eixo Y, temos:

— wuyy + 0 + kv g cos O[kv 4 cos Quy, — 0 — 0] = 0,
Uy, (—w? + K?v? cos® ) = 0. (2.110)
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Para o eixo Z, o desenvolvimento algébrico também deve ser feito:

—w?uy, + k*(v2 4+ v%) cos O(u, sen 0 + uy, cos )+
+ kva cos O[kva cos Ouy, — kvy cos Ouy,—
— kva(ui, sen @ + uy, cos )] =0,

—w?uy, + k*(v2 4+ v7) cos O sen Quy,+
+ k(02 4+ v%) cos? Quy, + k*v3 cos® Ouy,—
- k%i cos? Quy, — k%i cos @ sen Quq,—

— k*v% cos® Ouy, = 0.

Continuando o desenvolvimento matematico,

U1 [k (V2 4 v) cos O sen @ — k0% cos 0 sen ]+
+ up [~w? + k2 (v2 + v3) cos? 0 + k*vkeos® 0—
— k*1% €020 — k*v? cos® 0] = 0,
U1, [k*0? cos @ sen 6 + k*v% costsen O—
— k*v%eostsen 0] + uy.[—w® + k*v? cos® O+
+ k5eos™ ) — K2uieos” 0] = 0.

E chegamos a equagao reduzida para o eixo Z:

uy[k*0? sen 6 cos 0] + up.[—w? + k*v? cos® 0] = 0. (2.111)

Em (2.110), se uy, # 0, temos oscilacoes perpendiculares a ke 50, ou seja, uma

onda linearmente polarizada. De —w? + k?v? cos? @ = 0, temos:
w
Uph, = = v4 cos . (2.112)

da equagao acima se 6 = 0°, entdo vy, = vy || Bo. Agora, se 8 = 90°, v,, = 0, e entdo
(2.112) é chamada de onda Alfvén pura.

A partir das equagoes dos eixos X e Z, o mais conveniente é escrever (2.109) e

(2.111) na forma de matriz Au = 0. A matriz A é escrita:

<—w2 + k2v124 + k%ﬁ sen? 0 k;%f sen 0 cos 0 ) (2‘113>

k*v? sen ) cos 0 —w? + k*v? cos® 0

(““) . (2.114)

e o vetor coluna wu é:
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Para obter uma solugdo nao trivial é necessario que uy, # 0 e uy, # 0, ou seja,
que o determinante de A seja igual a zero (|A| = 0). Calculando o determinante, obtemos

a seguintes expressoes:

(—w? + E*v3 + K*? sen? 0) (—w? + k*0? cos® 0)—
— k*vlsen® 0 cos® 6 = 0,

w'—w?k*v? cos® O — w?k*v} + k*v2o? cos O—
— w?k*v?sen® 0 + k'vlsen?fcos’ 0—
— Kyt sen o570 — 0.

w!—w?k*v? (cos® O + sen? ) —

(.

-~

1
— Wk + kv cos? 0 = 0,
wh—(v2 4+ v3)w?k* + k'020? cos? 0 = 0.

dividindo ambos os membros por 1%47 temos:

() - @) () + et =0 2119

Definindo X = (%)2 na equacao anterior, obtemos uma equagao quadratica para X:
X% — (02 +03)X + 0205 cos’ 0 = 0. (2.116)

Resolvendo a equagao (2.116) obtemos as solugoes:
X, = %(v? + %) + %[(vi +v%)? — 40202 cos? 9]%, (2.117)
conhecido como modo de onda MHD rapido e
X, = %(v? + %) — %[(vg +v%)? — 40?03 cos? 0]% (2.118)
conhecido como o modo lento.
Para simplificar, escreve-se (2.117) e (2.118) em uma tnica equacao da velocidade

de fase, vy, = /X1 2, da onda. Isto ¢,

1
Vph = j:\/§ <v?\4 + \/vﬁﬂ — 4v2v? cos? 9), (2.119)

em que o sinal 4 fora da raiz quadrada muda a dire¢ao de propagacao da onda, enquanto

o sinal 4+ dentro da raiz indica se € um modo rapido ou lento.

A Figura 8 foi desenhada a partir da equagao (2.119). Note que todos os modos

de ondas tém velocidades de fase constante, ou seja, nao ha dispersao de onda. Temos
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apresentada a velocidade de fase, para cada uma dessas ondas em funcao do angulo # entre
k e By, para os casos (a) V4 > Vi e (b) V4 < V,. Notamos que a velocidade de fase da
onda MHD répida aumenta de V4 (ou V; se V, > V4), quando 6 = 0, para (V2 + Vj)l/ ?
quando # = 90°, enquanto o da onda MHD lenta diminui de V; (ou V4 se Vi > Vy),

quando 6 = 0, para zero quando 6 = 90°.

Portanto, se V4 > V,, a onda MHD rapida se torna uma onda de Alfvén para
f = 0° e a onda magnetoactstica para # = 90°, enquanto a onda MHD lenta torna-se
a onda acustica para € = 0°, e nao existe para § = 90°. Por outro lado, se V; > Vy, a
onda MHD répida se torna a onda sonora para § = 0, e a onda magnetoactstica para
0 = 90°, enquanto a onda MHD lenta se torna a onda Alfvén para # = 0°, e nao existe para
0 = 90°. Este tépico é retomado no Capitulo 4 quando, a modo de resultado, considera-se

a corrente de deslocamento para obter a velocidade de fase das ondas MHD.

Figura 8 — Velocidades de fase (independentes da frequéncia) em fungao do dngulo entre
k e By para ondas de Alfvéns puras e para as ondas MHD rapidas e lentas
quando (a) V4 > Vi e (b) V4 < V.
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Fonte: Adaptado Figura 7 de Bittencourt (2018a)
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3 METODO DE GENOT APLICADO EM MODELOS ANALITICOS

A equipe de trabalho vinculada ao grupo de pesquisa do CNPq, “Matematica
Aplicada a Fisica Espacial”, liderada pelo orientador deste trabalho, vem desenvolvendo
pesquisas nos topicos ja citados. Sousa (2018) fez uma revisao teérica de solugoes analiticas
obtidas a partir da féormula de Walker. Esses modelos tinham em comum a presenca de
pontos neutros tipo—X e tipo—O (ilhas magnéticas), obtidos da teoria da reconexao
magnética. Novas solugoes foram propostas (NAVAL I, II, III e IV) para entender a
coexisténcia entre os pontos tipo—X, tipo—O e tipo—S (S de “singular”), onde o valor
méximo do campo magnético tende ao infinito. Oliveira (2020) fez uma revisao da teoria
cinética para obter (1.10), e estudou todas' as solugdes analiticas do trabalho de Yoon e
Lui (2005). Também foi apresentada uma nova soluc¢ao analitica, que tem como novidade
o fato de ter uma tnica lamina de corrente cilindrica com a possibilidade de decidir, por
meio do ajuste de um pardmetro, em qual dos eixos colocar as ilhas magnéticas, com a

desvantagem da impossibilidade de remover a singularidade da origem.

Neste capitulo aplicaremos o método de Génot a alguns modelos analiticos classicos
da equagao de GS, encontrando assim suas possiveis singularidades. Também, de uma
forma mais sucinta, faremos uma revisao desses modelos que serdao usados posteriormente

para encontrar novas solucoes da forma especifica da equagao de GS.

3.1 Solucao de Walker

A expressao matematica dada por (1.10) é uma equagdo de Poisson. Nao obs-
tante, no caso especifico em que o termo nao homogéneo assume uma forma exponencial,
a equacao ¢ chamada de “equacao de Liouwville”® bidimensional, que em sua forma original
é escrita ®,, + ®,, = ce?®, com c e d sendo constantes reais (BISKAMP, 1986; SCHIN-
DLER, 2006). Note que a equagao (1.10) é o laplaciano bidimensional do potencial vetor
normalizado (V) igualado a exponencial de W. Esta equagao, que foi resolvida por Walker
(1915), também aparece na literatura como “solugdo de Liouwille”, mas neste trabalho
preferimos chama-la de “férmula de Walker” ou de “solucao de Walker”, fazendo uso,
assim, da notagao ja consagrada na area de Fisica Espacial. Walker (1915) propds uma
solugao geral dependente de uma fungao analitica complexa denominada funcao geradora,

g(C). A solucao dada por Walker é:

o 2U(X2) _ 4g(Q'* -, (3.1)
(T+1g(Q)*)

em que ¢ é uma variavel complexa.

um total de nove solugoes.

2 Para conhecer a vida e obra de Liouville, veja o apéndice (A.1)
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A férmula de Walker (3.1) nos enseja propor novas solugoes analiticas de (1.10).
Por exemplo, o modelo de Harris (1962) foi pioneiro entre um grupo de solugoes que lhe
sucedem (FADEEV; KVABTSKHAVA; KOMAROV, 1965; KAN, 1973; MANANKOVA;
PUDOVKIN, 1996; BRITTNACHER; WHIPPLE, 2002; YOON; LUI, 2005). Apresenta-

mos esse modelo a seguir.

3.2 Solucao de Harris

A solucdo de Harris é unidimensional, e e apesar de ser considerada uma das
solugbes mais simples de (GS), é muito usada para encontrar solugoes bidimensionais. Para
tanto, Harris (1962) usou como fun¢io geradora g(¢) = € na equacao (3.1), lancando
mao da férmula de Walker. Comecamos calculando o médulo da primeira derivada e o

modulo da funcao:

g ()] = e (3.2)
9 = % (33)

Agora, substituindo (3.2) e (3.3) em (3.1) e considerando as identidades trigono-

métricas, temos:

2w _ Adg(QF 4e?)? 1

(L+1[g(QOP)? [+ (92?2 cosh®(2)
Por fim, efetuando as seguintes manipulagoes algébricas, obtemos:

e = sech®*(Z),

2 = m = cosh?(Z),
eV = /cosh?(2),
Ine? = Iny/cosh?(Z),
U = Iny/cosh®*(2),
U = Incosh(Z). (3.4)

Salientamos que a solugao dada pela fungao geradora g(¢) = e~% é a mesma, pois

a unidade imaginaria acaba sendo eliminada do expoente no logaritmo.

Procurando os Pontos Singulares

Usando a fungdo geradora g(¢) = €%, verificaremos se V1In |¢'(¢)| = 0. Neste caso,
buscamos os valores de ¢ para os quais |¢'(¢)| = 0, e assim encontramos os pontos de

singularidade.
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Vamos comegar calculando |g'(¢)|:
A A . nd
g (O = ()| = lie"| = [ie" - (=i)e™] > (3.5)

Usando o resultado de (3.5) e a definigao (B.0.3), temos:

/ 82 i —i*%
V1n|g(<’)|:4aga§* (ln(ec-e ) ),

o (0 (1, N\ _ .00 (1 1.
=15 (ac* (§<Z<_l< ))> S (8<* (76_ 2" )) ’

Note que, desta forma, temos Vln|¢g'(¢)] = 0. Buscaremos agora os valores de
BN
¢ para os quais se tem [¢'(¢)] = 0. Sabendo que [¢'(¢)| = (e!“~%"))2 e substituindo

¢ = X 4 1Z nesta expressao, calculamos os zeros ou os polos da seguinte equacao:

(ei(QiZ))% — o225 _ -2 _ (3.6)

O resultado encontrado acima nos indica que a expressao em (3.6) nunca sera zero
nem terd polos, para qualquer que seja o valor de Z. Portanto, nao hé singularidades para

a solucao de Harris.

3.2.1 Uma Nova Forma de Encontrar a Solucao de Harris

Um dos objetivos desta subsegdo é obter uma nova forma de se chegar a solucgao
de Harris (1962) através de outra fungao geradora, usando a formula de Walker. Apresen-

tamos, a seguir, uma outra opc¢ao de func¢ao geradora:
9(¢) = tanh(bi(). (3.7)

Com esta funcao geradora definida, vamos calcular seu modulo e sua primeira

derivada usando (B.0.2) e (B.0.5), respectivamente:

—cos (20X) + cosh (2b7)

cos (2bX) + cosh (2b7) (3.8)

9(Q)I* =

40*

g (QOF = (cosh (2bZ) + cos (2bX))?" (39)

Portanto, substituindo (3.8) e (3.9) na férmula de Walker (3.1) e efetuando mais

algumas manipulacoes algébricas, obtemos a seguinte solugao:

(3.10)

U(X,Z)=1In (M) .

2b



78 Capitulo 3. METODO DE GENOT APLICADO EM MODELOS ANALITICOS

Para b = 0,5, esta solucdo ¢é idéntica a dada por (3.4).

Segue abaixo o grafico® da solucdo encontrada. Para este, usamos os seguintes
valores: By = 49.15x107° (T), L = 10° m, pp = 47 x10~" (T A/m), que sdo caracteristicos

da magnetocauda terrestre segundo Kan (1973).

Figura 9 — Grafico da densidade de corrente da solugdo de Harris. Observe que esta so-
lugdo nao tem singularidades. Trata-se, apenas, de uma lamina de corrente
separando plasmas antiparalelos. Usamos b = 0,5 para compor o grafico.

4 0.92
0.82
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e L 0.42
—21 0.32
0.22
—4 0.12
T T T 0.02
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X

Fonte: o autor.

Portanto, nossa proposta de uma nova forma de se obter a solu¢ao de Harris para a
equacgao especifica de Grad-Shafranov através de outra fungao geradora, usando a férmula
de Walker, foi bem sucedida. Isto mostra que podemos chegar a mesma solucao por diver-
sos caminhos distintos. Na Figura 9, temos apenas uma lamina de corrente, mostrando a

simplicidade da solucao de Harris, sendo esta considerada uma solugao canonica.

3.3 Solucao de Faddev

Uma das solugoes mais conhecidas e utilizadas na literatura é a proposta por Fa-
deev, Kvabtskhava e Komarov (1965). J4 fizemos uma apresentagao da fungao geradora
em (2.59), assim como de sua solugao em (2.60). Na Figura 10 apresentamos o grafico
desta solucao. Notamos que, no grafico da solucao nao existem pontos singulares, como
ja demonstrado pelo método de Génot, apresentado na segao 2.4. Tem-se, também, um
ponto neutro tipo—X na origem do sistema de coordenadas. Ao ampliarmos a janela de
visualizacao do grafico, notamos que para X > 0 tem-se uma ilha magnética e, logo em
seguida, um ponto tipo—X, seguido de uma ilha magnética, e assim sucessivamente, de

forma periddica. Para X < 0, a configuracao é exatamente a mesma, ou seja, existe uma

3 Para explorar o cédigo Python utilizado para esbocar os graficos desta tese, consulte o apéndice (C).
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simetria da solugdo com respeito ao eixo Z. No meio das ilhas magnéticas notamos uma

densidade de corrente méxima, sendo este ponto também chamado de ponto tipo—0O.

Figura 10 — Estes sao os graficos de densidade de corrente da solugao de Fadeev dada pela
equacao (2.60) com b = 0,5 e f, = 0,5. Esta solucao (painel (a)) tem duas
ilhas magnéticas, localizadas em +27, e também um ponto do tipo—X, na
origem. A constante b, se alterada, muda a quantidade de ilhas magnéticas
mostrada, tendo um efeito de afastamento, enquanto que f, altera o formato
das ilhas, deixando-as mais elipticas quando f, estd préximo de zero, ou mais
circulares quando f, > 1, também alterando muito a densidade de corrente
das ilhas magnéticas. O painel (b) mostra a mesma solugao, mudando somente
a janela de visualizacao.

Fonte: o autor.

Destacamos que no caso de f, = 0, voltamos a solucao de Harris, conforme sugere
a equagao (3.4). Para Yoon e Lui (2005b), as solugoes de Harris e Faddev fazem parte da

mesma familia de solugoes, j& que a solucao de Harris é solucao de Faddev para f, = 0.

3.4 Solucao de Kan

A solugao que Kan (1973) propds usa a seguinte fun¢ao geradora:
g(¢) = (i), (3.11)

Veja que a funcao tem dois parametros, a e b, sendo que o primeiro ajusta o eixo X.
Previamente definimos o termo R pela equagdo R* = (X — a)? + Z? (doravante, a =
0 (YOON; LUI, 2005)). Logo, teremos na fungdo somente o pardmetro b. A solugao por

ele encontrada foi detalhada por Sousa (2018), e é como segue:
cosh[Z(1 + 2]
VO ) -

Note que esta é mais uma solugao da familia Harris, bastando tomar b = 0.

U =In

(3.12)
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Procurando os Pontos Singulares

Encontraremos as singularidades, quando houver, aplicando o método de Génot.

Para comegar, vamos calcular ¢'(¢):
ic—ib / X ib ic—1b
g’(C)z(e(C <>> :(Z+C_2>€(C ¢). (3.13)
Agora, usando a defini¢do (B.0.3) e o resultado da equagdo (3.13), temos:

9" (O] = [(H 2—2) (%) (—z’ - £b2> (i “’)F. (3.14)

Aplicando a funcao logaritmo a ambos os membros da igualdade acima, temos:

In|g'(¢)] = % [ln( CZ) +nel¢) 41 (—i — g—b) +1In e< « +‘*2)} , (3.15)
1 b 1
~gn(i ) r5 (- )
1 b\ 1/ .. b
+im (_@ - Z_> . (—Zg i gf’) . (3.16)
Agora, usando o resultado da equagdo (3.16) e o teorema (B.0.1), temos:
(9 0 (1 10 1 b
w4 (8 (e (- ) 3(- ). o

8 —b 1 . 2ib
et (-2)

=4.0=0. (3.19)

Portanto, a solucao de Kan satisfaz a equagao (2.44), cumprindo, assim, a primeira

condi¢ao. Vamos encontrar, agora, suas singularidades, efetuando a segunda parte dos

l9'(¢)] = \/(z - 2—2) ol6-2). (—z’ - CZ_[)?) ) (3.20)

Note que a equagao (3.20) serd vélida, se, e somente se:

(¢+ 2—2) : <—i gbz) = 0. (3.21)

Sabe-se que, em C, o produto de dois niimeros é nulo se, e somente se, um ou

calculos:

ambos os fatores sdo nulos. Assim, tem-se <z + é—’;) =0 ou (—z’ <*2> = 0. Note que,

do ponto de vista algébrico, ambos os fatores sao equivalentes, de modo que precisamos

(i+3)=i(1+5) -0

i (Clj b) 0. (3.22)

apenas calcular:
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A equagdo (3.22) tem um polo em ¢? = 0 e zeros onde (¢ + ) = 0. Fica evidente

que o polo estd, portanto, localizado na origem.

Seguem abaixo alguns passos rumo a identificacao dos zeros:

¢C+b=0,
¢* = -b,
¢ = +iV,
X +iZ = +iVb. (3.23)

Note que a equagao anterior admite solucao real se, e somente se, X = 0, sendo
Z = +v/b. Portanto, concluimos que as singularidades sdo os zeros da equacio, quais

sejam (0, +v/b) e (0, —v/b), e o polo (niimero que anularia o denominador) é (0,0).

Sabemos que este modelo serve para estudar a magnetosfera terrestre, bastando

excluir o eixo Z do dominio de integragao, conforme Yoon e Lui (2005).

Agora analisaremos a Figura 11, que traz em detalhes o grafico da solucao de Kan.

Em (b), na Figura 11, podemos ver a singularidade com mais clareza devido a
mudanca na grade de visualizagao, onde podemos nos concentrar mais detidamente nas
singularidades (0, +v/b) e (0, —v/b). Observe o comportamento, em termos das linhas de
campo, quando nos aproximamos das singularidades e a melhor definicao dos quatro pon-
tos tipo—X localizados em (0,+£0,206855) e (0,=£1,2955). Em (c), notamos melhor a
densidade de corrente, ja que excluimos do grafico as singularidades. Note que existe uma
semelhanc¢a muito grande com a magnetosfera terrestre, lembrando um dipolo magnético.
O parametro b muda a projecao de ¥, aproximando ou afastando as singularidades, con-
forme seu valor. Este modelo nao apresenta ilhas magnéticas. Uma generalizacao deste foi
realizada por Manankova e Pudovkin (1996), Manankova e Pudovkin (1999), Manankova,

Pudovkin e Runov (2000), onde surge uma ilha magnética acima do eixo X.
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Figura 11 — O painel (a) mostra o grafico de densidade da solu¢ao de Kan, dada pela
equagao (3.12), em que usamos b = 0,5. O grafico conta com quatro pontos
do tipo—X (0,+£0,206855) e (0,41,2955) e dois pontos de singularidades,
localizados no eixo Z, em (0, +v/b), (0, —v/b). Em (b), temos uma mudanca
na grade para —0,8 < Z < 0,8 e —0,8 < X < 0,8. Em (c) foi refeito o
painel (a) retirando, no entanto, a faixa —1 < X < 1, onde se encontram as
singularidades.
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Transformando a fungao geradora ao utilizar o seno hiperbdlico (escrevendo g(¢) =
senh (ib¢)), obtemos a solugao NAVAL IV?, proposta por Laurindo-Sousa et al. (2018).

Apos os devidos calculos, obtemos a seguinte solucao:

U(X,Z)=1In

cosh?(bZ) + sen?(bX)

2b\/cosh2(bZ) — sen?(bX)

(3.24)

Apresentamos, na Figura 12, o grafico da solugdo. Note que o grafico apresenta

4 Nilson-Arian-Virginia-Alan-Lucas.
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. . - : (2k+1)
pontos neutros do tipo—X, ilhas magnéticas e pontos singulares <T7r, 0) , ke,

que foram previamente calculados na se¢ao 2.4. Note que, diferentemente da solugao dada
por Fadeev, Kvabtskhava e Komarov (1965), Kan (1973), a solu¢gdo NAVAL tem como
caracteristica a co-existéncia de pontos tipo—X, ilhas magnéticas e pontos singulares.
A solugdo de Fadeev nao tinha pontos singulares e a solucdo de Kan nao tinha ilhas
magnéticas. Podemos notar isto no grafico: no entorno dos pontos singulares, tem-se
linhas de campo no sentido anti-horario e, logo acima, entre as ilhas magnéticas, tem-se
o campo em sentido horario, o que acaba por favorecer o aparecimento de pontos neutros
do tipo—X.

Figura 12 — Grafico da densidade de corrente da solucao NAVAL,dada pela equa-
gao (3.24), onde foi usado b = 0,5. Este pardmetro altera a quantidade de
ilhas magnéticas, alterando desta forma também o periodo em que elas apa-
recem. Tem-se ilhas periddicas com periodo 27, comecando pela origem. Os
pontos singulares estao no eixo X, intercalados com as ilhas, iniciando em 7
e com periodo 27. Também notamos os pontos tipo—X acima e abaixo do
eixo X.
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Fonte: o autor.

3.6 Solucao de Yoon-Lui-1

Esta solugdo foi encontrada por Yoon e Lui (2005), usando também a féormula de

Walker, onde a funcao geradora escolhida foi:

9(¢) = ¢, (3.25)

sendo v um numero inteiro. Sua derivada sera:

g(Q) =v¢" ™, (3.26)
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onde substituindo (3.25) e (3.26) em (3.1), e fazendo os cédlculos, chegamos a seguinte
solugao:
R(R"+ R™)

¥ =1In ,
2v

(3.27)
em que R? = X? + 72
Calculando os Pontos Singulares

Comegaremos usando a derivada de g = g((), apresentada em (3.26). Fazendo uso

da definicao B.0.3, temos:

19'(Q)] = x/(VC”‘l)- (ve 1) = (wer 1) -(uc*”‘l)%. (3.28)
Agora faremos V In |¢'({)| = 0, usando o teorema (B.0.1):
Vin ((VCV_I)% . (VC*Vil)%> = V [ln (v¢™ 1) +In (vC*” 1)%}

( n (¢ ) 4 I (vC 1)})
)

Por (3.29), temos a primeira condicao satisfeita. Agora calcularemos as singulari-

)0
Yoc

a
aC
0

= 2. (3.29)

dades, substituindo ( = X + iZ na nossa equacao (3.28), conforme segue:

VW) - (¢ ) = v (X +i2) - (X —i2))7 =0,
Continuando com as manipulagoes algébricas, temos:

V(X2 4+ 2% =0 (3.30)

Considerando que v # 0° em (3.30), teremos duas situagoes: i) se v < 1, o ponto
(0,0) é uma indeterminacao da equagao (3.30); ii) e se ¥ > 1, o ponto (0,0) é uma raiz.
Em ambos os casos, o ponto (0,0) é a tnica singularidade na solugdo Yoon-Lui-1. No
caso em que v = 1, teremos a expressao 0°, que é considerada como uma indeterminacao
em Matemética. No entanto, quando v = 1, o ponto (0,0) ndo é uma indeterminagao da
solucao Yoon-Lui-1, pois ¥ = In % Segue, entao, a Figura 13, com o grafico de densidade
de corrente da solugdo Yoon-Lui-1, para os casos v = 1 e v = 4, sendo que no primeiro caso

nao se tem singularidades e, no segundo, tem-se apenas o ponto (0,0) como singularidade.

> Veja que, como v = 0 é uma indeterminacio para a solucio (3.27)
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Figura 13 — Grafico de densidade da solu¢ao Yoon-Lui-1, dada pela equagao (3.27), que
tem como caracteristica o fato de ter somente uma ilha magnética. Usamos os
pardmetros v = 1 e v = 4 para plotar estes graficos. Nos casos (v # 0,v < 1)
e (v > 1), a densidade de corrente, J,, tem uma singularidade em (0,0). Em
(b), nota-se que o campo magnético tem diregoes opostas ao redor do ponto
singular, formando assim um anel de corrente onde o campo magnético se
anula.
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Fonte: o autor.

3.7 Solucao de Yoon-Lui-2

Esta solugao foi encontrada por Yoon e Lui (2005), usando também a férmula de

Walker, onde a funcao geradora escolhida foi:

a
9(Q)=C——. (3.31)
¢
onde, substituindo em (3.1) e fazendo os célculos, encontramos a seguinte solugao:
R? +a)’ + R? — 4aX?
MU N - (3.32)
2 [(R? + a)® — 4a22)
em que R? = X? + 72
Calculando os Pontos Singulares
Comegaremos tomando a derivada da fungao geradora, g(¢) = ¢ — %:
al a
19'(Q) = ‘C—Z =lat 1], (3.33)

onde usando a defini¢ao (B.0.3), temos:

|g’(C)|=\/(%+1>-<%+l)=(%+1)é-(§+1>%. (330
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Agora desenvolveremos a igualdade V1n|g¢'(¢)| = 0, usando o teorema (B.0.1):

vm((%H)Z-(%H)Z) :%v {m (%H) +1n <%+1)]

£ (5 ()
_22 —2a

¢ 4*3 (C%_'_l)
=2-0=0. (3.35)

Por (3.35), temos a primeira condic¢ao satisfeita. Agora vamos buscar as singulari-

dades, substituindo ( = X + iZ, na nossa equagao, (3.33), conforme segue:

() (@) () () - 0w

Fazendo algumas manipulagoes algébricas, encontramos:

(a2 +2a(X? - 7%) + (X* + 22)2) * (3.37)

(XQ + Z2)2

Se tivermos, simultaneamente, X # 0 e Z # 0, esta equac¢ao nao tera raizes. No
entanto, tornando fixa e igual a zero uma das varidveis, X ou Z, pode-se encontrar as

raizes da equacao. Primeiramente, considerando a > 0, temos dois casos distintos:

e Se Z =0, as raizes de (3.37) sdo obtidas de (X? + |a|)? = 0. Neste caso, nio existe

raiz.

e Se X = 0, as raizes de (3.37) sdo obtidas de (Z? — |a|)? = 0. Neste caso, existem

duas raizes simétricas Z = +/a.

Desta forma, encontramos as seguintes singularidades: (0, ++/a), (0, —/a). Agora,
se a < O:

e Se X = 0, as raizes de (3.37) sao obtidas de (Z%+|a|)? = 0. Neste caso, ndo existem

raizes.

e Se Z = 0 as rafzes de (3.37) sdo obtidas de (X? — |a|)?* = 0. Neste caso, existem
duas rafzes X = +4/a.

Portanto, conclui-se que as singularidades sao: (—+/a,0), (++/a,0).

Pode-se observar que foi obtido um resultado contraditério com Génot (2005)

no ponto (0,0). Este ponto é uma indeterminagao para a primeira derivada da fungao
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geradora e, no entanto, nao é uma indeterminagao para a solugao (3.32), de modo que nao
¢ um ponto singular. Entao, conclui-se que Génot (2005) é uma condigao necessaria, porém
nao suficiente para encontrar singularidades, ou seja, nem sempre uma indeterminacao de

¢'(€) serd um ponto singular.

Segue entao o grafico de densidade de corrente da solugdo Yoon-Lui-2 na Figura
14.

Figura 14 — Grafico de densidade da solugdo Yoon-Lui-2, dada pela equacao (3.32),
usando a = 2. Notamos que temos duas ilhas no eixo X, localizadas nos pon-
tos (—+/a,0) e (1/a,0), e entre as ilhas verificamos um ponto neutro tipo—X.
No eixo Z, notamos dois pontos singulares e trés pontos neutros tipo—X,
um na origem e os outros dois préximos as singularidades (0, —/a) e (0,+/a).
Considerando a = —2, as ilhas passam a ser localizadas no eixo Z e as sin-
gularidades no eixo X.

F 0.72
- 0.60

I 0.48 3\

- 0.36

0.24

Fonte: o autor.
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3.8 Solucao de Yoon-Lui-3

Mais uma solugao foi encontrada por Yoon e Lui (2005), usando também a férmula

de Walker, onde a funcao geradora escolhida foi:

_ ¢
onde substituindo em (3.1), e fazendo os célculos encontramos a seguinte solugao.
1. (S(S+ R’
em que S = (1 — aR?)* + (2a2)2,T = (1 — a*R*)’ + (402X Z)*, R? = X2 + Z2.
Calculando os Pontos Singulares
Comegaremos fazendo a derivada da func¢ao geradora dada em (3.38)
1 +a2<~2
/
= — 4
onde usando a defini¢ao (B.0.3), temos:
1 1
, 1+a?C? \2 [ 1+a%C? \?
=) [ — ] =X,. 3.41
o0 = () () =% (341
Agora vamos calcular VIn |¢'(¢)| = 0, usando o teorema B.0.1:
1 1+ a?(? 1+ a?C*?
InX),==-V|h|——S5 In({ ——=
VinX, 2v[n((1—a2g2)2 +n (1 — a2¢*2)?
1 2,2 1 2 %2
- 22 9 In Lta’¢” +1In LCQ
9¢ \ 0¢* (1 —a?¢?)? (1 —a?¢)?
B 22 QQQC*[S o a2<*2]
o 1 — a4
=4.0=0. (3.42)

Por (3.42), temos a primeira condicao satisfeita. Agora calcularemos as singulari-

dades, substituinfo ( = X + iZ na equacao (3.41), conforme segue:

%= (s ;;)22)2); (e ZZZ;;)?)% R

Em (3.43), a identidade somente ocorre quando (1 — a?(X + iZ)?)? = 0 ou (1 —
a*(X —1Z)?)? = 0. Portanto, para ambos os casos, temos as seguintes singularidades:

(0,+1).

a
Note que quando a = 0,7 temos duas singularidades no eixo Z, exatamente nos
pontos (O,j:é), que em valores numéricos sao (0,41,429), conforme podemos ver na

Figura 15.
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Essa solugao guarda uma diferenga relevante com a solugdo Yoon-Lui-2: quando
aumentamos o parametro a na solucao Yoon-Lui-2, temos um afastamento da origem; na
outra solugao, quando diminuimos o parametro a, temos uma fusdo das linhas em uma
grande ilha magnética. Isto se deve a uma instabilidade chamada “coalescéncia” (PRIEST;
FORBES, 1992; SCHOLER, 1988). No caso da solugao Yoon-Lui-2, os pontos singulares

nao deixaram a instabilidade ocorrer.

Figura 15 — Gréfico de densidade da solu¢ao Yoon-Lui-3, dada pela equacao 3.39. Fizemos
quatro graficos, usando como parametros a = 0,1, 0,4, 0,5 e 0,7, respecti-
vamente. Aqui fica bem evidente o processo de divisao da ilha magnética da
solucao.

Fonte: o autor.
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4 RESULTADOS E DISCUSSOES

Esta secao tem por objetivo apresentar e discutir os resultados dos nossos estudos
sobre a equacao de GS. Comecamos, na secao 4.1, trazendo seis novas solugoes para a
equagao especifica de GS. Estas solugbes vém acompanhadas das andlises fisica e topo-
logica do campo magnético. Na secao 4.2, tem-se os modos de ondas MHD, que servem
como base para entender a secao 4.3. Umas das novidades desta tese é o estudo das ex-
pressoes para a velocidade de fase de onda a partir da admissao ou exclusao da corrente de
deslocamento. A secao 4.3 trata de uma metodologia para identificar uma singularidade
magnética com velocidade relativistica de Alfvén, ou seja, tentamos responder a seguinte
questao: “Como excluir os pontos singulares do dominio de forma que essas solugoes pos-
sam ser usadas para simulagoes MHD?”. Por fim, trazemos dois estudos de caso nas se¢oes
4.3.1 e 4.3.2, aplicando a metodologia desenvolvida aos modelos de Kan e NAVAL. Para
todos os casos é feita uma analise dos pontos singulares, classificando-os e analisando suas

implicacoes fisicas.

4.1 Proposta de Novas Solucées Analiticas

Nesta se¢ao propomos seis novas solugdes para a equacao especifica de GS (1.10).
Para todas as seis novas solugoes usaremos a férmula de Walker (1915). Para tanto, sdo
necessarias novas fungoes geradoras. Primeiramente, para solucao 1, usaremos as fungoes
geradoras (2.45) e (2.50), dos modelos de Fadeev e NAVAL. Temos na secao 4.1.1, da parte
advinda do modelo NAVAL, usa-se a func¢ao seno hiperbdlico, e para a solugao 2, dada na
secao 4.1.2, usa-se a funcao cosseno hiperbélico. Além disso, também buscamos entender
qual o papel da unidade imaginaria nessas duas solugoes, buscando refazer os calculos
removendo ¢ da fungdo geradora. Por sua vez, na solucao 3 dada na secao 4.1.3, ¢é feita
uma combinacao usando o argumento da fun¢ao exponencial da fun¢ao geradora de Kan
(3.11) no argumento do seno hiperbélico da fungao geradora de NAVAL (2.50). A solucao
4, dada na secao 4.1.4, é uma extensao da solucao 3: neste caso, tivemos curiosidade
de saber se a topologia do campo magnético da solugao diferiria muito da solucao 3,
quando apenas trocamos o seno hiperbdlico por cosseno hiperboélico na fungao geradora.
A solugao 5, dada na secao 4.1.5, é obtida combinando as fun¢oes geradoras de Yoon-
Lui-1 (3.25) e Yoon-Lui-2 (3.31), onde a nova funcao geradora ¢ o quociente dessas duas
fungbes geradoras. Por fim, a solugdo 6, dada na secao 4.1.6, foi obtida combinando as
fungdes geradoras de Yoon-Lui-1 (3.25) e Yoon-Lui-3 (3.38), sendo que a fungao geradora
dessa solugdo também é o quociente dessas duas fungdes geradoras. As solugoes 5 e 6
geraram topologias muito interessantes para os campos magnéticos, até entao nunca vistas,

motivando uma discussao proficua quanto a sua aplicacdo no ambiente espacial. Todas as
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solugoes acompanham uma classificagao e analise dos pontos singulares, usando o método
de Génot (2005).

4.1.1 Solucdo 1

Comecgamos fazendo uso das fungoes geradoras de Fadeev e NAVAL da seguinte
forma: substituimos a func¢ao exponencial da fungdo geradora de Fadeev pela funcao ge-

radora NAVAL, obtendo assim uma nova fungao geradora.

9(¢) = fp + 4/1 + f2senh(ib(). (4.1)

Precisamos substituir a fun¢ao geradora (4.1) em (3.1). Para melhor organizagao, faremos

isto por etapas. Comegaremos calculando a derivada da fungdo geradora:

g'(¢) = /1 + f2ibcosh(ib(), (4.2)

cujo moédulo ao quadrado é:
19" (O = (L + f;)b]i cosh(ibC)]. (4.3)
Usando a propriedade (B.0.5), temos:
i cos(ib¢)|? = cosh?®(bZ) — sen?(bX). (4.4)
Logo, substituindo (4.4) em (4.3), obtemos a seguinte identidade:

9(X +iZ)2 = (1 + f2)b[cosh®(bZ) — sen?(bX)]. (4.5)

Agora, calculando |g(¢)[?, temos:

9(OFF = [y + /1 + f2senh(ibC)[?,

eihC _ o—ibC 2
= |fot 1+ 13 (T) (4.6)
Usando que ( = X + iZ, juntamente com propriedades de poténcia, temos:
biX ,—bZ —iXb bZ\ |2
2 S (e e —e e
X i) = |+ it ( . ) (47)

Continuando com o desenvolvimento algébrico, segue:

e cos 1sen — eP[cos — isen
_ fp+m< [cos(bX) + (bX)]2 [cos(bX) (bX)])

= |fp+ m [— <ebZ_2€bZ> cos(bX) + (ebZ_|_2€bZ> isen(bX)}

2

= |fot 1+ fg[—cos(bX)senh(bZ)+¢cosh(b2)sen(bX)]] . (4.8)

2

)

2

9
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Como | X +iZ|> = X% + Z?, temos:

= [fy + /1 + f2(= cos(bX) senh (b2))]? + [ /1 + fZsen(bX) cosh(bZ)?,  (4.9)
¢ com mais algum trabalho algébrico, obtemos:
— -2 fp\/ng cos(bX) senh(bZ) + (1 + f2)[cos>(bX) senh*(bZ)]
+ (1 + f2)[sen®(bX) cosh®(bZ)],

= f2 = 2fp\/1+ f2cos(bX)senh(bZ)
+ (1 + f2)[cos®(bX) senh?(bZ) + sen?(bX) cosh®(bZ)). (4.10)

Substituindo senh?(bZ) = —1 4 cosh?*(bZ) na equacao (4.10) e fazendo algumas

manipulacoes algébricas, teremos:

9(O)1* = f; = 2fp\ /1 + f cos(bX) senh(bZ)
+(1+ f)[— cos*(bX) + cosh®(bZ)]. (4.11)

Somando 1 em ambos os membros, e sabendo que sen?(bX) +cos?(bX) = 1, depois
de mais algumas manipulagoes algébricas encontramos:

1+ [g(Q)? = =2fpy/1 + f2 cos(bX) senh(bZ) + (1 + f)[cosh®(bZ) + sen®(bX)].  (4.12)

Usando as equagoes (4.12) e (4.5) e substituindo tudo em (3.1), temos:

e 2V 4lg(Q)'P
[+ 19O
41+ fg)bQ[coshQ(bZ) —sen?(bX)]

[—2 fpm cos(bX) senh(bZ) + (1 + f2)[cosh?(bZ) + senQ(bX)]} g

—2¥

2
. [—2 For/1+ f2 cos(bX) senh(bZ) ;L (1 + £2)[cosh?(bZ) +sen2(bX)]} s
4(1 + f2)b*[cosh”(bZ) — sen?(bX)]

Portanto, nossa solucao é:

(1+ f;g)[COShQ(bZ) + sen®(bX)] — 2f,/1 + f2[cos(bX) senh(bZ)].

¥ =In
25\/ (1 + £2)[cosh?(bZ) — sen2(bX)]

(4.14)

Se f, = 0, temos:
cosh?(bZ) + sen?(bX)

UV = In .
2b\/cosh2(bZ) — sen?(bX)

(4.15)
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Note que a solugao simplificada (4.15), que aparece quando f, = 0, é, na verdade,
a solugao NAVAL (3.24). Em outras palavras, a solugdo encontrada tem como caso parti-
cular (quando f, = 0) a solu¢gdo NAVAL, mostrando assim que ambas pertencem a mesma

familia de solugoes.

As componentes do campo foram calculadas, porém sdo extremamente extensas, de
modo que nao as explicitaremos aqui. Contudo, estas foram usadas para a implementacao
do grafico da solucao. Daqui em diante, ao omitirmos as componentes do campo, o faremos

pelo mesmo motivo.

Em seguida, vamos procurar os pontos singulares da solugao (4.14); esses pontos
sao importantes para o nosso trabalho e, por isso, os explicitaremos em todas as solugoes
desta tese.

Procurando os Pontos Singulares

Como a fungdo geradora (4.1) é a fungdo composta das fungoes geradoras (2.45)
e (2.50), e como a primeira parte do método de Génot ja foi aplicada para ambas, vamos

calcular apenas a segunda parte, que diz:

9'(Q) = 0. (4.16)

A derivada da nossa fungao geradora, (4.1), foi encontrada em (4.3), cujo o médulo é:

19'(C)] = /b2(f2 + 1)4/cosh (ib¢) cosh (—ibC*) = 0. (4.17)

Note que a expressao (4.17) deve ser zero e, no entanto, b* e (f; 4 1) sdo niao nulos.
O segundo radical no termo da direta é o mesmo analisado na busca das singularidades

da solugao NAVAL: veja o desenvolvimento a partir de (2.52). Portanto, encontramos as

mesmas singularidades periddicas: <(2k;bl)”, 0> , keZ.

Segue a Figura 16, que traz a solugao da equagao (4.14). Notamos que trés pontos
do tipo—O (ilhas magnéticas) aparecem fora do eixo X, e quatro pontos singulares do
tipo—S estao entre eles. Existem também pontos nulos do tipo—X na parte superior e
inferior de cada ponto singular. Uma ilha aparece em z > 0 e as outras duas em z < 0,
respectivamente. O parametro b tem um efeito de afastamento, enquanto o parametro f,
muda a densidade de linhas de campos presente na figura, fazendo com que conforme f,
aumente, a densidade de corrente concentre-se com mais intensidade no centro das ilhas

magnéticas.
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Figura 16 — Grafico da densidade de corrente da nossa proposta de solucao, dada pela
equacao (4.14). Foram usados b = 0,5 e f, = 1 para plotd-la. Os pontos de
singularidades sao ((2k + 1)7,0), em que k € Z e 7 é dado em radianos.
Esta solucao tem ilhas presentes fora do eixo X, ocorrendo periodicamente,
ora acima, ora abaixo do eixo X. Além disso, o sentido de rotacao do campo
magnético nas ilhas magnéticas (sentido horario) é oposto ao dos pontos
singulares (sentido anti-horario).
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0.250
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Fonte: o autor.

A solucao 1 foi publicada em Ojeda-Gonzalez et al. (2020), onde fizemos uma
simulagado MHD. No momento estamos refazendo a simulacao, excluindo agora os pontos
singulares da solugao e resolvendo as equagoes MHD-ideal em duas dimensoes, usando
o cédigo CAFE newtoniano (GONZALEZ-AVILES et al., 2015; GONZALEZ-AVILES;
GUZMAN, 2018), para posterior publicagao.

Também tivemos curiosidade em saber o efeito do fator i da equagao (4.1), e se
isso poderia trazer alguma modificacao significativa na solugdo. Sendo assim, temos uma

nova funcao geradora, dada por:
9(¢) = fp + /1 + f2senh(bC). (4.18)

Analogamente, refazendo novamente todos os calculos, chegamos na seguinte so-

lugao geral:

(1+ f2)[cosh®(bX) + sen*(bZ)] + 2 f,/T + [Zsenh(bX) cos(bZ)

¥ =In (4.19)
%Vk1+fpkmgﬂ@X)—saﬂ@Zﬂ
Se f, =0, temos a seguinte solugao especifica:
h?(bX 2(bz
O — Iy 08 (bX) + sen*(b2) (4.20)

2b\/cosh2(bX) —sen?(bZ)
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Portanto, temos o grafico da solugao dada pela equagao (4.19) na Figura 17. Note
que a equagao (4.19) e a equagao (4.14) sdo obtidas mediante a troca de (bX) por (bZ).
No gréfico, isso se mostra como uma rotacao de 90° da Figura 16, que para melhor
visualizacao, tem sua grade de visualizacao alterada. Ou seja, a retirada de ¢ da funcao

geradora (4.1) nos levou a mesma solugdo, apenas rotacionada em 90°.

Figura 17 — Grafico da densidade de corrente da nossa proposta de solugao dada pela
equagao (4.19). Esta solugdo é a mesma da Figura 16, apenas rotacionada em
90°. Foram usados os parametros b = 0,5 e f, = 1 para plotar este gréfico.
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Fonte: o autor.

A principal vantagem da nova solu¢ao 1 dada por (4.14) em comparagdo com a
solucdo NAVAL ou Fadeev é o deslocamento dos centros das ilhas magnéticas do eixo
X. Isto nos permite usar esta solugao em uma simulagao numérica, excluindo os pontos
singulares da solugao, ou seja, retirando-os do eixo X e mantendo a estrutura magnética

das ilhas, bem como os pontos nulos do tipo—X.

4.1.2 Solucdo 2

Nesta solugao, troca-se o seno hiperbolico pelo cosseno hiperbélico na fungao ge-

radora (4.1), ou seja:

9(¢) = fp + /1 + f2cosh(ib(). (4.21)

Calculando o médulo da derivada, tem-se:
19/ (O = (1 + f;)b|i senh(ibC)[*. (4.22)

Usando a propriedade (B.0.2), obtemos:

|i senh(ib¢)|? = cosh?(bZ) — cos?(bX). (4.23)
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Substituindo (4.23) em (4.22), vem:

19 () = (1 + f7)b*[cosh®(bZ) — cos® (bX)]. (4.24)

Continuando com os calculos e substituindo ¢ = X + i7, tem-se:

9()* = | f, + /1 + f2 cosh(ib()[%,
i 4 o=ibC 2
fp‘{'\/l‘l‘fpz(T)‘ )

= |fp + /1 + f2[cosh(bZ) cos(bX) — isenh(bZ) sen(bX )]|>. (4.25)

Por fim, calculando o quadrado do médulo, sempre lembrando que | X + iZ| =
X? + 72, temos:

19(QO)]F = (fp + /1 + f2 cosh(bZ) cos(bX))? + (senh(bZ) sen(bX))?,

= f2+2fp\/1+ f2cosh(bZ) cos(bX )+
+(1+ f2)[cosh®(bZ) cos®(bX)] + senh?(bZ) sen® (bX). (4.26)

Agora, sabendo que senh®(bZ) = —1 + cosh?(bZ) e fazendo alguma 4lgebra:

9(O) = fz + 2fpy/1 + f2cosh(bZ) cos(bX) +
+(1+ f2)[cosh®(bZ) — sen®(bX)]. (4.27)

Pondo (1 + f7) em evidéncia e sabendo que sen®(bX) + cos®(bX) = 1, temos:

L+19(QF = 2fp/1+ f2cosh(bZ) cos(bX) +
+(1+ f;)[cosh2(bZ) + cos?(bX)]. (4.28)

Substituindo (4.28) e (4.24) em (3.1), encontramos, ap6s calculos, a solugao geral:

S (1+ f2)[cosh?(bZ) + cos?(bX)] + 2f,/1 + fZ[cosh(bZ) cos(bX)]. (4.29)

2b\/ (1+ £2)[cosh®(bZ) — cos?(bX)]

Se f, = 0, encontramos outras das solugoes NAVAL:

cosh?(bZ) + cos?(bX)

VU =In .
2b\/cosh2(bZ) — cos?(bX)

(4.30)

Note que, por (4.30), temos que nossa solucao 2, dada por (4.29), é uma extensao

da familia NAVAL. Agora vamos calcular seus pontos singulares.
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Procurando os Pontos Singulares

Pelo mesmo motivo da solugdo anterior, precisamos calcular somente a segunda

parte do método de Génot:
19'(¢) = 0. (4.31)

Calculando a derivada da nossa fungao geradora (4.21), encontramos:

g'(¢) =iby/ f2 4 1senh (ib().

Logo,
19" ()] = \/b*(f7 + )] senh (ib¢)| = 0. (4.32)

Note que a expressao (4.32) deve ser zero, mas que b* e (f7 + 1) sdo ndao nulos.

Utilizando a defini¢ao (B.0.2), tem-se que:

19O = \/2(£2 + 1)/ cosh? (b2) — cos? (bX) = 0. (4.33)

Sendo assim, a identidade é verdadeira se, e somente se, Z = 0 e cos (bX) = £1.

Portanto, basta que: X = +7, por exemplo. Desta forma, os pontos singulares sao da
forma (%”, 0), em que k € Z e w é dado em radianos. Note que esses pontos sido peridédicos

acima do eixo X.

A Figura 18 mostra o grafico da solugao da equagao (4.29). Na figura, temos
dois pontos tipo—X localizados no eixo Z. No entanto, estes pontos se repetem acima
e abaixo das singularidades fora das ilhas. As ilhas magnéticas aparecem aos pares, em
+7 e £3m, tendo entre elas uma singularidade. Além disso, o sentido de rotacao do
campo magnético nas ilhas magnéticas (sentido horario) é oposto aos dos pontos singulares
(sentido anti-horario). O pardmetro b aumenta no nimero de ilhas magnéticas mostradas,
tendo um efeito de afastamento. J& o parametro f,, como mostrado na Figura 18, muda
a localizagao do centro das ilhas magnéticas. Também notamos que aumentando f, nao
temos alteragao na localizacao dos pontos singulares, mas sim uma aproximacao da dupla
de ilhas magnéticas. Isso faz com que os pontos tipo—X se aproximem também, causando

uma lamina de corrente circular com geometria cilindrica.
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Figura 18 — Grafico da densidade de corrente da nossa proposta de solucao, dada pela
equagao (4.29). Foi usado b = 0,5 em todas as figuras, no entanto fizemos
uma variacdo em f,, sendo f, = 0,5, 1, 1.5 e 4, nas figuras de a) a d),
respectivamente. Os pontos de singularidades estao localizados em (+2k, 0),
tal que k € Z e m é dado em radianos.
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Fonte: o autor.

Analogamente a solucao 1, se removermos ¢ da funcao geradora, teremos:
9(¢) = fp + /1 + fZ cosh(b(). (4.34)

Refazendo todos os cédlculos, temos a seguinte solugao geral:

S (1+ f2)[cosh®(bX) + cos*(bZ)] + 2f,\/T + fZ[cosh(bX) cos(bZ)]‘ (4.35)

2b\/ (1 + /2)[cosh®(bX) — cos?(bZ)]

Se f, =0, temos a seguinte solucao especifica:

cosh?(bX) 4 cos?(bZ)

¥V =In .
2b\/cosh2(bX) — cos?(bZ)

(4.36)
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Note que a esta solugdo (4.35) é a mesma dada por (4.29), apenas trocando as

variaveis (bX) por (bZ) e vice-versa. Sendo assim, a tnica alteracao visivel no grafico

seria uma rotacao de 90°, conforme podemos ver na Figura 19.

Figura 19 — Grafico da densidade de corrente da nossa proposta de solucao dada pela
equagao (4.35). Esta solugdo é a mesma da Figura 18, apenas rotacionada em

90°. Foram usados b = 0,5 e f, = 1 para plotar o grafico.

- 0.750
- 0.625

L 0.500 =

F 0.375

0.250

0.125

0.000

Fonte: o autor.

4.1.3 Solucao 3

Nosso objetivo, agora, é obter uma nova solucao analitica combinando as fung¢oes

geradoras de Kan e NAVAL. A ideia é substituir o argumento da funcao exponencial da

fungao geradora Kan no argumento do seno hiperbdlico da solugdo NAVAL. Sendo assim,

temos a seguinte funcao geradora:

g(¢) = senha (i( — %)

Agora vamos calcular o médulo da derivada dessa funcao

cosh a (z’( - %)

2 2

. ab
1+ =

9 (O =a® e

Da tese Sousa (2018), temos:

R2 — X2+Z2,

2 < bR2>2 472
p— ]_ + — _— —_— s
R4 R4

b bZ\ bX
2(—% - <—Z—ﬁ>+z(X—ﬁ).

(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.41)
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Agora, substituindo (4.40) e (4.41) em (4.38), e usando a definigao (B.0.2), temos:

bR2\?  4b72 —a(Z+%%) ai(X=%%) | _a(Z+%%) —ai(X-5%)
9 = [(H%) - c re° - ;e e T (442
Para efeitos de simplificagao da escrita, denotaremos:
bR2\?  4bZ>
"= (1 + R4 ) R (4.43)
bz
vo = Z+ﬁ’ (4.44)
bX
T = X — ﬁ’ (445)
em que, substituindo as novas simplificagoes, temos:
e—awzeian + ea'yze—ia’rl 2
19'(OF = a®n (4.46)

2

Agora vamos continuar o processo algébrico em (4.46): usando a forma trigonomé-

trica, a definicdo (B.0.3) e a propriedade (B.0.1), temos:

= % {e_‘m (cosar +isenary) + e*?(cosam — isenar) |2 , (4.47)

= a*n | cos ar(e¥? 4+ e772) — isenary (e — e~ "2)|? (4.48)
1 1 1 )

= @y, (cos® ary cosh® ayy + sen? ary senh? ay,), (4.49)

= @y (cosh® aryy — sen® ary). (4.50)

Por fim, encontramos:

bR2\?  4b7? bX
|g’(§“)|2:a2 [(1+ R4> TR

[Cosh2 a(Z + %) —sen®a(X — —)|.  (4.51)

R? R?

Agora vamos calcular, de modo andlogo e usando as mesmas simplificagoes, o

senh a (z’( — ?)

Continuamos o processo algébrico em (4.52): usando a forma trigonométrica, a

quadrado do modulo da fungao. Temos:

2

9O = : (4.52)
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definigao (B.0.3) e a propriedade (B.0.1), temos:

2

e~ a2 eian _ ea'yge—i(m-l

- , (4.53)
2

e~"2(cos ary + isenary) — e (cosar, — isenar)|’

_ , (4.54)
2
avz _ p—av2 avz | p—avz\ |2

= |—cosar (%) +isenarn (%) : (4.55)
= cos® ary senh? avy, + sen® ary cosh? avys, (4.56)
= cosh? ay, — cos? am. (4.57)

Por fim, somando 1 e elevando ao quadrado ambos os membros da equacao e

usando identidade trigonométrica fundamental, encontramos:

1+ lg(OPP = {coshQ ‘ (z 4 ;—ZQ) tsen?a (X _ ;—f)] B (4.58)

Substituindo (4.51) e (4.58) em (3.1), ap6s alguns cédlculos, obtemos a seguinte

solucao geral:

cosh® a(Z + %) + sen? a(X — %)

¥ =In
2ay/[(1+ 48)° - 82] [cont a(Z + 1) — senal(X — 45)]

(4.59)

Se b =0 e a = 1, encontramos a seguinte equagao, na sua forma simplificada:

cosh? (Z) 4 sen? (X)

VU =In .
2\/(3osh2 (Z) —sen? (X)

(4.60)

Note que a equagao (4.60) é, na verdade, uma das solugoes NAVAL. Em outras

palavras, nossa solucao generaliza as solugoes da familia NAVAL, pois as contém.

Procurando os Pontos Singulares

Vamos comegar calculando ¢'({):

710 = (senha (ic - f)) —afiv G)esha(ic-F). o

Agora, usando a defini¢do (B.0.3) e o resultado da equagao (4.61), temos:

1= o (2o (<= )] o (o e (- )] 0. e
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Sabendo que a # 0 e ( # (* # 0, podemos reescrever a equagao (4.62) como segue:

\/<—i - gfz) (l + 2—2) cosha (@C - %) cosha (—1(* + Z—li) = 0. (4.63)

Considerando que cosh(ai¢) = cos(a(), a solugdo existe se, e somente se, duas

condigoes forem satisfeitas, quais sejam:

cos a (C - g) cos a <—C* + C_b*) =0 . (4.65)

A equacdo (4.64) apareceu no desenvolvimento da solugdo de Kan (Secao 3.4)
a partir da equacao (3.21), a partir da qual podemos, mediante algumas manipulagdes
algébricas, encontrar como singularidades os pontos (0,0) e (0, 4v/b).

b X—ﬁ _ (2k+1)m

¢ X2 T T 2a
(considerando, para isto, Z = 0), e apds resolver uma equacao de segundo grau, obtemos

Agora, pela equagao (4.65), usando o fato de que ¢ —

(2k+1) (2k+1)272
Tt 2 ™ +4b

as singularidades ciclicas da forma ,0 ], em que k € Z e m é dado

2
em radianos.

Na sequéncia, vamos conferir na Figura 20 a solugao (4.59) e suas singularidades.

Figura 20 — Grafico da densidade de corrente da nossa proposta de solucao, dada pela
equagao (4.59). Foram usados b = 0,5 e a = 1 para plota-la. Os pon-
tos de singularidades calculados para os parametros ja mencionados sao:
(0,20,71) (£1,84,0) (£4,82,0). Na figura b) temos o mesmo grafico da
figura a) apenas retirando —0.8 < X < 0.8 para que a densidade de corrente
seja corretamente calculada, ja que as singularidades nao estao presente.
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0.875 0.875
0.750 0.750
0.625 0.625
0.500 2 0.500 2
0.375 0375
0.250 0.250
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Fonte: o autor.
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Note que a Figura 20 nao exibe muitos detalhes nas proximidades dos pontos
singulares, e que a densidade de corrente nao foi muito bem calculada devido a presenca de
diversos pontos singulares. Desta forma, vamos mudar a grade de plotagem, (ver Figuras
2la e ¢) e também vamos ver o que acontece quando b < 0 (ver Figuras 21b e d) para

melhor detalhar a solucao.

Figura 21 — As figuras (a) e (b) tem uma grade quadrada de -0,7 a 0,7 e, (c¢) e (d) tem
uma grade quadrada de -2 a 2 em ambos os eixos, respectivamente. Também
fizemos uma mudanga do parametro b: em (a) e (c) temos b = 0,5 e em (b)
e (d) temos b = —0, 5.

(a)

00000

Jy

00000

U.Jym

Fonte: o autor.
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Nas Figuras 21b e 21d acontece que os pontos singulares localizados no eixo X se
aproximaram pelo mudanga do parametro b = 0,5 para b = —0, 5. Quanto aos parametros
e sua influéncia nos graficos podemos dizer que: o pardmetro a tem o poder de afastando,
ja o parametro b temos dois casos: b > 0 altera a posi¢ao dos pontos singulares localizados
no eixo z e, para b < 0 temos alteragdo da posicdo dos pontos singulares localizados no

eixo X.

A solucao 3 tem ilhas magnéticas seguidas de pontos singulares intercalados regu-
larmente e de forma simétrica com respeito ao eixo Z. Além disso, temos pontos singulares
acima e abaixo do eixo X, que causam uma configuracao diferente das linhas de campo
magnético para a ilha magnética, que se encontra na origem, ocasionando assim, dois pon-
tos tipo-X proximos as singularidades (0,40,71). Note que realmente temos elementos
da fusao das funcoes geradores de NAVAL e de Kan. Observe que os pontos singulares
sao herdados da solucdo de Kan, e que as ilhas magnéticas que nao existem na solucao
de Kan agora aparecem, herdados da solugdo NAVAL. Destaque para as linhas de campo

nas proximidades da origem do sistema onde se encontram os pontos singulares.

4.1.4 Solucao 4

Passaremos, agora, a usar o cosseno hiperboélico em vez do seno hiperbélico, apre-

sentado na solugao 4.1.3. Desta forma, temos a seguinte func¢ao geradora:

9(¢) = cosha (@g - %) (4.66)

Vamos, agora, calcular o médulo da derivada dessa funcao:

senh a (z{ — ?)

Usando novamente os resultados extraidos da tese de Sousa (2018), apresentados
em (4.39), (4.40) e (4.41), ao substituirmos (4.40) e (4.41) em (4.67), ¢ usando a defini¢ao
(B.0.2), temos:

, bR2\®  4b22
|9(C)|2=a2[(1+ﬁ> ~ hi

Para efeitos de simplificacao da escrita, introduzimos os parametros v;,7v. e 7,

2 2

b
9 () =a?|i+ % . (4.67)

. . 2
e—a(Z—i-;—ZQ)eaz(X—%) . 6a(Z+??ZQ)€—az(X—%)

. (4.68)

apresentados em (4.43), (4.44) e (4.45). tal que, substituindo as novas simplificagoes,

obtemos:

e—a'yg eim-l _ eayge—ian 2

2

' ()] = a’mn (4.69)
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Continuamos com o processo algébrico em (4.69), usando a forma trigonométrica,
a defini¢ao (B.0.3) e a propriedade (B.0.1), obtendo:

2
= % le=*(cos amy + isenar) — e”*(cosar; — isenary) 2 (4.70)
a2’71 a —a . a —a 2
= —cosary (e —e ) +isenar (e + e 2|7, (4.71)
= a*y1(cos? ary senh® ary, + sen? ary cosh® ayy), (4.72)
= a®*y1(cosh® ayy — cos? ary). (4.73)
Por fim, encontramos:
bR2\®  4b22 bz bX
g (O = a? [(1 + ﬁ) ~ {cosh2 a(Z + §> —cos? a(X — ﬁ) . (4.74)

Calculamos, de modo analogo e usando as mesmas simplificagdes, o quadrado do

cosha <z’§ — %)

Prosseguindo com o processo algébrico em (4.75), usando a forma trigonométrica,
a defini¢do (B.0.3) e a propriedade (B.0.1), temos:

modulo da fungao. Logo:
2

9(¢)° = . (4.75)

2

e~ a2 ptaTl + €972 e—tam
_ , 4.76
! (4.76)
~|e7®2(cosary +isenati) + e?(cosar —isenar) 2 (477)
= 5 , ,
a2 —ay2 —av2 _ par2 )\ |2
= |cosam; (%) + i sen am (%) , (4.78)
ay2 —an2 ayve _ ,—aya\ |2
= |cosamn (%) —isenarm <%) : (4.79)
= cos’ ary cosh? ayy + sen? ary senh? ays, (4.80)
= cosh? ay, — sen? ary. (4.81)

Por fim, somando 1, elevando ao quadrado ambos os membros da equacao e usando

identidade trigonométrica fundamental, encontramos:
bz bX\1?
1+ g(O))? = {coshza (Z + E) + cos? a (X - ﬁ)] . (4.82)

Usando (4.74), (4.82) e substituindo em (3.1), apés alguns calculos, temos a se-

guinte solucao geral:

cosh? a (Z + %) +cos?a (X — %)

QOL\/[(1 * %2)2 a 4?%%12} [cosh? a(Z + %) — cos? a(X — %))

(4.83)
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Se b=0 e a =1, encontramos a seguinte equacao, na sua forma simplificada:
U—1ln cosh? (Z) 4 cos? (X) .
2\/cos.h2 (Z) — cos? (X)

(4.84)

Procurando os Pontos Singulares

Vamos comegar calculando ¢'(():

() = [cosha, (ig _ %)} —q (z + 2—2) senh (i{ _ ?) (4.85)

Agora, usando a defini¢do (B.0.3) e o resultado da equagao (4.85), temos:
lg'(Q)] = \/[a (Z + 22) senh a (iC - ?)] . [a (z - Zg) senh a <i§* + Zz)] = 0. (4.86)

Sabendo que a # 0 e ( # (* # 0, podemos reescrever a equacao (4.86) como segue:

\/a2 <—z' — 552) (z + 2—2) senh a <i( — %) senh a (—i(* + 2—2) =0. (4.87)

Sabendo que senh(ia{) = isen(a(), concluimos que a solugdo existe se, e somente

se, duas condigoes forem satisfeitas, a saber:

sena <§ — g) sena <—C* + C_b*> = 0. (4.89)

Conforme mencionado na se¢do anterior, a equagao (4.88) foi obtida na solugao

de Kan (Segao 3.4) a partir da equacao (3.21). Portanto, as singularidades sdo os pontos
(0,0) e (0, £v/b).

Agora, pela equagao (4.89), usando o fato de que ¢ — % =X - % = %” (consi-

kmy JR222 g
derando Z = 0), obtemos as singularidades ciclicas da forma (%, O), tal que

k € Z e w é dado em radianos.

A seguir, verificamos na Figura 22 a soluc¢ao (4.83) e suas singularidades.
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Figura 22 — Grafico da densidade de corrente da nossa proposta de solucao, dada pela
equagdo (4.83). Foram usados b = 0,5 e a = 1 para plota-la. Os pon-
tos de singularidades calculados para os parametros ja mencionados sao
(0,+£0,71) (£0,71,0) (£3,29,0). A diferenga desta solugdo para a anterior
estd no nao achatamento das ilhas magnéticas ao redor da origem quando pro-
ximas as singularidades (0,40, 71). Na figura b) temos o mesmo grafico da
figura a) apenas retirando —0,5 < X < 0,5 para que a densidade de corrente
seja corretamente calculada, ja que as singularidades nao estao presente.
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Fonte: o autor.

Em relagao aos parametros a e b temos: o parametro a tem a funcao de afastamento,
mostrando maior quantidade de ilha conforme a aumenta e, o parametro b > 0 altera a
localizacao dos pontos singulares localizados no eixo Z; para b < 0 tem uma mudanca
nos pontos singulares localizados no eixo X e proximos a origem. Isso faz com que a
configuracao das linhas de campo proximo a origem fica complexa. Para notarmos essas
mudangcas fizemos alguns graficos da solucao (4.83). No entanto, diferentemente da Figura
22, mudaremos o tamanho das grades para melhor detalhar a regiao proximo a essas
singularidades (ver Figura 23a e b), e mudamos também os parametros a e b (ver Figura
23c e d).
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Figura 23 — Mudanca de grade do grafico da Figura 22. A figura a) tem uma grade qua-
drada de -2 a 2 em ambos os eixos, com o intuito de focarmos mais nas
adjacéncias dos pontos singulares proximos da origem do sistema. Na figura
b) temos —0.6 < Z < 0.6 e —0.6 < X < 0.6, além da retirada de uma faixa
vertical de 0,02 de comprimento, retirando assim as singularidades préoximas
a origem. Ja nas figuras c) e d), temos as grades, -2 < Z <2e -3 < X <3
com b= —0,5, b= —2, ambos com a = 1, respectivamente.
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Fonte: o autor.

Na solucao 4, assim como na solucao 3, notamos, principalmente na Figura 23a,
como na proximidade de pontos singulares as linhas de campo se tornam complexas.
Isto se deve ao fato de que, quando temos pontos singulares, a direcao dos campos se
altera, podendo surgir assim ponto tipo—X. Agora, a unica diferenca observada quando
comparamos as solugoes 3 e 4 se deve ao nao achatamento das ilhas anteriores e posteriores

a origem do sistema.

4.1.5 Solucdo b

A solucao desta secao é obtida combinando as func¢oes geradoras de Yoon-Lui-1 e

Yoon-Lui-2, tomando o quociente destas. Fazendo os céalculos, obtemos a seguinte fungao
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geradora:

v v+1
9(¢) = Cg_a = Cg—_a (4.90)

¢

em que v e a sao constantes.

O moédulo ao quadrado de g(¢) apds substituir ( = X 4 iZ, é o seguinte:

<X2 + Z2)1/+1

9O = %X )t (1 (4.91)
Somando 1 a ambos os membros da equacao anterior, temos:
v 2
Prosseguindo com o raciocinio, a primeira derivada da funcao geradora é:
J(0) = ¢y =1)¢ —alw +1)] (4.93)

(¢2—a)?

O moédulo da derivada é:

O] = [P 2V alv+D) = (v~ DX = iZPalv + 1) — (v = DX +i2)’]
(a2 — 2a <X2 — Z2) + (X2 + 22)2)2
(4.94)
Com algum trabalho algébrico, eliminamos a unidade imaginaria do médulo da

derivada da funcao geradora, como segue:

VO + 220 [ = 1) (X2 = 22) — v + D) + 4(v - 1)2X222]

9O = ) T (1 ) . (4.95)

Por fim, substituindo (4.92) e (4.95) na férmula de Walker dada por:

I 1+19(Q)[?
vl [ 209 } (4.96)

o resultado é o seguinte:

(X24+22)"+ a2 -2a(X2-22)+(X2+22)°
a?2—2a(X2—Z2)+(X2422)?

U =1In (4.97)
V(X2+22)7 [[(v=1)(X2-22)—a(v+ 1) +4(v—1)2 X2 22]
2 a2—2a(X2—Z2)+(X2+22)?
Simplificando a equagao, temos a expressao final:
X2 4 g2yl 2 _ 94 (X2 _ 72 X2 Z22
U =In X+ 27" +a” — 2a( )T X+ 7 (4.98)

20/(X2 4+ 22) [[(v = 1) (X2 — 22) — a(v + 1)]* + 4(v — 1)2X22?]



4.1. Proposta de Novas Solugées Analiticas 111

Trés pardmetros sao inseridos a fim de simplificar a forma de escrevermos (4.98),

isto é:
R =X*+ 77, (4.99)
U? =4X°77, (4.100)
T? = X? - 7%, (4.101)

A expressao final da Equagao (4.98) fica:

R2(1/+1) + a2 . 2aT2 + R4

VU =In (4.102)
2R [[(v = VT2 — a(v + 1) + (v — 1)2U2]
Procurando os Pontos Singulares
Calculando a derivada da funcao geradora, g(¢) = C;_:’ temos:
, _aCV - CLI/CV + VCV+2 . CV+2
= 4.1
70~ e , (4,103
da qual, usando a defini¢ao (B.0.3), calculamos o médulo:
B <_a<11 _ a,/cu + V<u+2 _ <u+2> . <—GC*V _ cw(*” + VC*V+2 _ C*V+2)
a (¢*—a)? (¢*? — a)? ’
1 1
—CLCV _ CLVCV 4 VCV+2 _ CV—|—2> 2 <_G’C*V o CLVC*V 4 VC*VJrQ o C*l/+2> 2
= . . 4.104
( (C2 _ a)2 (C*2 _ a)z ( )

Agora vamos calcular Aln |¢'(¢)| = 0, usando o teorema (B.0.1):

, _ _agu _ al/CV + V<V+2 _ Cu+2 % _ag*u _ IZZ/C*V + VC*V+2 _ C*u+2 %
A1n|g(C)I—Aln[( s ) ( e )|

o o (70141/ _ aygu + VC£/+2 _ <u+2)% (701(*1/ _ azz(*” + VC*V+2 _ C*l/+2)é
=4— In -In )
o¢ | o¢* (¢ —a)? (¢** —a)?
743 (C*V71(4*4V2+2<*4—3<*4I/+6a<*2+2a§*2l/—ZGC*ZZ/Z+(l21/2+(l21/))
IS (¢**—a)? ’
—4.0=0. (4105)

Por (4.105), temos a primeira condigao satisfeita. Calcularemos, agora, as singu-

laridades. Vamos substituir ( = X + iZ, na nossa equacao (4.104), conforme segue:

(—CLCV _ CLI/C’ + V<V+2 _ <V+2> ' <—CL<*V _ CLI/Q*V + VC*IH—Q _ g*y+2) 0
@ = ay T —ap =0
(4.106)
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Fazendo algumas manipulagoes algébricas na equagao (4.106), se ¢ # v/a, podemos

escrever:

(—a(1+ )" + (v — 1)) - (—a(l + )¢ + (v = 1)) =0 (4.107)

Portanto, (—a(1 + v)¢” + (v — 1)¢**?) = 0 ou (—a(1l + v)¢*" + (v — 1)¢***?) = 0.

Logo para entender podemos ver alguns casos, por exemplo, se a = 1 e v = 1, teriamos:
—2(X +izZ)t =0, (4.108)

cuja tnica solugao seria (0, 0).
Agora, para v # 1 e a quaisquer:

a(l+v)

e (4.109)

(=¢=+%

Por fim, fixando a = 1 e variando o valor de v, temos as seguintes singularidades:
v=1¢=(0,0);

v=12¢=(0,0)¢=(xV11,0);

v =1,6:C = (0,0); ¢ = (+/%,0);

v=2;¢=(0,0): ¢ = (£v3,0).

Observe agora a Figura 24, da solugao (4.102), e note os pontos de singularidades

anteriormente calculados.
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Figura 24 — Grafico da densidade de corrente da nossa proposta de solugao dada pela
equagao (4.102). Foi usado a = 1 em todas as figuras, porém fizemos uma
variacao em v, sendo v = 1, v = 1,2, v = 1,6 e v = 2, nas figuras de a) a
d), respectivamente. Os pontos de singularidades estao localizados nos pontos
(0,0), (£V11,0), (j: %,O) , (j:\/g, O), nas figuras de a) a d), respectiva-

mente.

0000000000

1

AN

5
02 ji\ 00 2
; Z
R
0000000000
5
00 2 0 2

Fonte: o autor.

A solugao 5 tem os pontos singulares da solucao Yoon-Lui-2, porém com o eixo
invertido, pertencendo, portanto, ao eixo X. Também temos as ilhas duplas aparecendo
um pouco menos arredondadas quando comparadas com a solucao Yoon-Lui-2. Nao ob-

servamos a formacgao de um anel de corrente, que aparece na solu¢ao Yoon-Lui-1, mesmo

ao variar os parametros a e v.

4.1.6 Solucdo 6

Esta solugao é obtida combinando as fungoes geradoras de Yoon-Lui-1 e Yoon-

Lui-3 mediante seu quociente. Fazendo os calculos, obtemos a seguinte fun¢ao geradora:
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9(Q) = —— =" = a " (4.110)

tal que v e a sao constantes.

O quadrado do médulo de g((), apds substituir ( = X +iZ, é o seguinte:

() = (X*+ 2% [a“ (X2 4+ 2%) — 2% (X? - Z2°) + 1] . (4.111)
Somando 1 a ambos os membros da equacao anterior, obtemos:
1+ ]g(Q)F =1+ (X2 + 2% <a4 (X% 4+ 2%)% — 242 (X% — Z2%) + 1) (4.112)

Prosseguindo com o raciocinio, a primeira derivada da funcao geradora é:

JQ) =2 v-1)-a(v+1)¢7], (4.113)

e o seu modulo é:

9" (Ol = V(X2 + 2272 [((v = 1) = a?(v + 1)(X —i2)?) (v — 1) = a®(v + 1)(X +iZ)?)].
(4.114)

Apos algumas manipulagdes algébricas, podemos eliminar a unidade imaginaria

do modulo da derivada da fun¢do geradora:

9" (O] = \/(X2 + 22772 (v = 1) = (v + 1)(X? — 22))° + da (v + 1)2X222].

(4.115)
Por fim, substituindo (4.112) e (4.115) na férmula de Walker dada por:
1+ |9(O|2}
U =1In | ST 4116
R )

o resultado ¢ o seguinte:

1+ (X2 4 22! (a4 (X2 + 22)% — 242 (X2 — Z%) + 1)
¥ =In

20/(X2 + 222 [((v — 1) — a2(v + 1)(X? — 22))* + dad(v + 1)2X227]
(4.117)

Os trés parametros apresentados em (4.99), (4.100) e (4.101) sao inseridos para

simplificar a forma de escrever (4.117). Finalmente, a expressao de (4.117) é:

v | 14 <R2(V—1) (a4R4 o 2&2T2 + 1))
= 1n
2y/R20=2) [((v = 1) — a2(v + 1)T?)° + da?(v + 1)207]

(4.118)
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Procurando os Pontos Singulares

Comegamos calculando a derivada da fun¢io geradora, g(¢) = ¢*~! —a?¢**, como
segue:
9 = —-1¢"?—a’(v+1)¢", (4.119)

da qual usando a defini¢ao (B.0.3), calculamos o médulo:

19'(Q)] = \/[(V — )¢ 2 —a2(v+ )¢ - [(v = D¢V 2 = a2(v + 1)¢]. (4.120)

Expandimos a igualdade Aln |¢'(¢)| = 0, usando o teorema (B.0.1):

1

Ay (©) = Aln ([(v — ¢~ — a2+ 1T [0~ 162 — a2+ 10 ]E),
_,90 (0 n (v — 12 — a2(y N T ((r — DE =2 — a2(y sl
— 4 (ot (v = D6 = ¥+ D6 I (= D6 = e+ ¢ ),

_ 9 (v—1(v—-2) —a?vC*?*(v+1)
=15 ( 2w — a2+ 1) 1) )
=4-0=0. (4.121)

Por (4.121), temos a primeira condicao satisfeita. Agora buscaremos as singulari-

dades. Substituimos (4.120), conforme segue:

S =00 — a4 )] (- De" 2 — @+ 106 =0, (4122)

Efetuando algumas manipulagoes algébricas, a equagao (4.122) serd vélida se, e

somente se:
(v —D)(X+i2)" 2= (v + D)X +iZ2)"] - [(v—1)(X —iZ)" 2 —ad*(v+ 1) (X —iZ)"] =0
(4.123)
Portanto, (v — 1)(X +iZ2)" 2 —a*(v + 1)(X +iZ)" =0ou (v — 1)(X —iZ)" 2 —

a*(v+ 1)(X —iZ)” = 0, note que tem uma varidvel no expoente. Logo para entender

podemos ver alguns casos, por exemplo, se a = 1 e v = 1, teriamos:
—2(X +izZ)t =0, (4.124)

cuja tnica solugao seria (0,0).

Agora, para v # —1 e a # 0 quaisquer, teriamos a seguinte solucao para as

singularidades:
v—1
==+, — 4.125
¢=¢ a’(v+1)’ ( )
ou seja, os pontos singulares sao: (i #_il)’ 0).

Agora, fixando a = 1 e variando o valor de v, temos as seguintes singularidades:
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v=1;(=(0,0);
v=1,6; ¢ = (£0,48,0);
v=1,8; ¢ = (%0,53,0);
v =2:C=(£0,58,0);
v=3; ¢ =(£0,71,0);
v=4; (= (£0,77,0).

Observe a Figura 25, da solugdo (4.118), e note os pontos de singularidades ante-

riormente calculados.
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Figura 25 — Grafico da densidade de corrente da nossa proposta de solucao, dada pela
equagao (4.118). Foi usado a = 1 em todas as figuras, e fizemos uma variac¢ao
em v, sendo v =1, 1,6, 1,8, 2, 3 e 4 nas figuras de a) a d), respectivamente.
Os pontos de singularidades estao localizados nos pontos (0,0), (£0,48,0),
(£0,53,0), (£0,58,0), (£0,71,0), (£0,77,0), nas figuras de a) a f), respec-
tivamente.

Ty

Jy

Jy

Fonte: o autor.

Na solugao 6 temos, efetivamente, o aparecimento da formacao de um anel de

corrente conforme alteramos o pardmetro v. Acreditamos que isto seja herdado da solugao
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Yoon-Lui-1. J4 as ilhas magnéticas e os pontos singulares sao herdados de Yoon-Lui-2.
Note que temos algo que transcende Yoon-Lui-1 e 2, pois conforme os pardmetro v se altera
temos a formacao de um nimero maior de ilhas, com destaque para duas que aparecem
no eixo Z, conforme mostrado na Figura 25d. Portanto, existe uma grande diferenga entre
as solugoes 5 e 6, justamente por conta do anel de corrente que s6 aparece na solucao 6,

apesar de ambas terem como base a fun¢ao geradora da solucao Yoon-Lui-1.

4.2 Modos de Ondas MHD Considerando a Corrente de Deslocamento

Nesta secao revisitamos as equagoes basicas MHD, mantendo o efeito da corrente
de deslocamento na lei de Ampere a fim de obter a velocidade de fase de uma onda

magneto-acustica.

Considerando a corrente de deslocamento, a equagao (2.90) é escrita como:

. - OF
VxB= /J(]J"‘ MOEOW. (4126)
Resolvendo J da equagao anterior e usando a equacao (2.92) para o campo elétrico E, a

seguinte expressao ¢ obtida:

| . _
J=— (V x B+ NOGO%(ﬁ X B)> : (4.127)

Posteriormente, a expressao (4.127) é substituida em (2.88), e procedemos para
combinar as equagoes (2.87)-(2.92). O leitor encontrara todo o desenvolvimento algébrico
em Bittencourt (2018a). Finalmente chegamos a equagao para a velocidade do fluido, que
tem a seguinte expressao:

> VAN & o4
—w 1+§ U1—(UA'U1)§

4 (k- 74) [(E-aA) Ty — (Ta - )

x> —
+
Y
S
» N
+
S
NN
SN—
—
=]
£
£
SN—
x~
_|_

(k- ﬁl)UA] —0. (4.128)

Notamos que, ao comparar (4.128) com (2.96), a tnica diferenga estd no primeiro
termo & esquerda, no fator que multiplica w?. Mais adiante, mostraremos que este fator

afeta as expressoes da velocidade de fase das ondas MHD existentes em um plasma.

A equagao (4.128) é reescrita da seguinte forma:

v v
—w2 |:<1+?§) Uy — (UA.UI)C_Q -+

FII+IIT+IV+V+VI=0. (4.129)

Isto significa que os resultados da secao 2.8.2 podem ser usados para os termos
IT a VI em (2.102). Em (4.129) sao substituidos (2.97)-(2.101), e é necessério trabalhar
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mais um pouco com o primeiro termo da equacao. O resultado é:
2 vi n 2 vi n 2. 7
—w 1+ 2 Ut —w [ 1+ 2 Ury] — W Uik, (4.130)

Agora, novamente, vamos separar por eixos: o eixo Z permanece inalterado e

comecgamos pelo eixo X:
V2
Uiy [—wQ (1 + —‘;) + k*0% + k*v? sen? 9] +
c
ur. [K*v2 senf cosf] = 0. (4.131)
Continuando, o eixo Y é:

2
Uy | —w? [ 1+ %4 + k%0% cos @] = 0. 4.132
Y 2 A
c

De (4.132), se uy, # 0, haverd oscilacoes perpendiculares a ke go, ou seja, a

presenca de uma onda polarizada linearmente. Desta forma:

V2
—w? <1 + C—‘;) + k*0% cosf = 0, (4.133)
e a expressao para a velocidade de fase da onda é obtida como:
0
Voh = % =+ A0 (4.134)
1+ %

C

Na equacdo anterior, existem dois casos limites: i) se 6 = 0°, tem-se vy, || Bo, e
portanto uma onda de Alfvén pura; i) se 6 = 90°, tem-se vy, = 0, e portanto nao ha

onda.

Para continuar a demonstracao, as equacoes para os eixos X e Z sao conveniente-

mente reescritas na forma matricial:
- 0
<A272> <U1 ) = ( ) , (4.135)
U1, 0

(—w2 <1 + Z—%) + k204 + K*v?sen’ 0 k*v?senf cosf )

k*v%sen 6 cos 0 —w? + k*v? cos? 6

em que Ay é a matriz:

(4.136)

Para obter a solugdo nao trivial de (4.135), deve-se considerar que u;, # 0 e

u1, # 0. Portanto, é necessario que o determinante da matriz A, 5 seja nulo, isto é,
2
v
(—w2 (1 + c—‘;) + k207 + k*v? sen’ 9) (—w? + k*v? cos®0)

— (K*vZsenfcosf) (kv send cosf) = 0. (4.137)
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Agrupamos alguns termos, como segue:

2
w <1 + v—‘;) — w?k*v? (cos® 0 + sen’ ) —
C J/

(.

-~

272,92 92 2
w?k“v2v5 cos* 0
— s A — Wk 4 k*v%v? cos® 0+

2
+ kvt sen?fcos” 0 — k'vlsen?fcos” 0 = 0. (4.138)

Simplificando, temos:
4 vh 2 2 Us o 9, a9
w 1+§ —<US+UA+C—;UACOS wk*+

+ k*v3v? cos® 6 = 0. (4.139)

Multiplicando ambos os membros da equacao por 1%4 e fazendo a mudanca de

variavel X = (%)2, obtemos a seguinte equacao quadratica:

2 2
(1 + Z—g‘) X2 — (vf(l + Z—g‘ cos? ) + vi) X +v3v?cos?f = 0. (4.140)

A fim de resolver (4.140), calculamos seu discriminante, ou seja:

V> 2 v?
A= (vg(l + C—;‘ cos® ) + Ui) —4 (1 + C—;‘) v4v? cos? 0, (4.141)
€ 2
<v§(1 + =4 cos® 0) + vi) + VA
Xi1p = 5 (4.142)
2 (1 + “—g‘)
Fazendo alguns agrupamentos na equagao anterior, obtemos:
1 <1 + Z—Z‘ 0082 9) ) 1 )
Xi2 = 3 = vl + U4
1+ 2 I+ 2
( Vi 20 2
L+ % cos ) 1 40202 cos2 6
+ L2 | - AT (4.143)
1+ 24 1+4 1+ 4

Para reduzir (4.143) e escrevé-la de forma semelhante a (2.119), convém intro-
duzirmos alguns parametros. A relacao entre a velocidade de Alfvén em um sistema de
referéncia inercial (v4) e a velocidade da luz no vécuo (c) é usada para definir 54 = va4/c.
Adaptamos o fator de Lorentz para escrevé-lo em funcao da velocidade de Alfvén, deno-
tada por 4, onde:

1
e — (4.144)

V1+ 8%
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O parametro adimensional vy é introduzido por:
Yo =74 (1 + (Bacosh)?). (4.145)

Também introduzimos uma expressao semelhante a (2.86), que tem dimensao de
velocidade:
Vi, = Y5V5 + VAVA- (4.146)
Esta expressao permite definirmos vy, como a velocidade magneto-acistica anisotrépico-
relativistica, pois ela depende de 6 e do valor de v, em relagao a c. Pode-se verificar que,
para § = 90° e vy < ¢, obtemos (2.86). A etapa final é substituir (4.144) e (4.146) em
(4.143):

Uph, = :I:\/% (vﬁ/[7 + \/vjl\M — 4740203 cos? 0), (4.147)
onde o sinal da raiz quadrada externa muda a direcao de propagacgao da onda. Comparando
com (2.119), a equagdo acima representa modos MHD rapidos para o sinal positivo na
raiz quadrada interna, e lentos quando o sinal é negativo. O leitor pode verificar que para
vy < ¢, as equagoes (4.134) e (4.147) tornam-se (2.112) e (2.119), respectivamente.

A onda com esta velocidade de fase é chamada onda Alfvén pura, nomeadamente,

Uph = :t’)/AUA cos . (4148)

Em outras palavras, temos de (4.147) dois tipos de onda: a onda MHD rapida:

1
Vph = i\/i <U§M + \/Uﬁh — 4730303 cos? 9), (4.149)

e a onda MHD lenta:

1
Vph, = :I:\/§ (vﬁh — \/Ujlm — 4y3v¢v? cos? 9). (4.150)

Os painéis (a) e (b) da Figura 26 mostram as variagoes das velocidades de fase de
cada um dos modos de onda. J& nos painéis (¢) e (d), exibe-se a porcentagem de variacao
em cada um dos trés modos de onda quando o efeito da corrente de deslocamento é
considerado nas expressoes da velocidade de fase, influenciada pela variagao da velocidade

de Alfvén quando vy > vg.
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Figura 26 — As figuras superiores mostram as variagoes das velocidades de fase de cada
um dos modos de onda MHD répido (cor azul), MHD lento (cor vermelha) e
puro (cor preta) em funcio do angulo 0 entre k e By, para os casos (a) v > v,
e (b) va < vs. Os graficos foram feitos a partir das equagoes (4.134) e (4.147),
mas o resultado seria o0 mesmo mostrado na Figura 7, p. 389 de Bittencourt
(2018a), construido com as equagdes (2.112) e (2.119). Isto ocorre porque a
condigao vy < ¢ foi usada. O painel (¢) mostra que os modos répido e puro
sdo sobrepostos, e a forma do grafico ndao depende do valor de . O painel (d)
mostra o modo de onda lento para trés valores diferentes do angulo 6.
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Fonte: o autor.

Faremos, agora, uma discussao fisica sobre a conveniéncia de incluir ou negligenciar

a corrente de deslocamento ao estudar ondas de Alfvén e ondas magnetoactusticas em um

determinado sistema fisico imerso em um plasma.

Primeiramente, devemos entender o porqué da correcao de Mazwell a lei de Ampére.
Esta lei descreve a existéncia de um campo magnético em torno de um meio condutor
como consequéncia do fluxo de carga elétrica através dele. No entanto, em um circuito

elétrico, ao incluir um capacitor elétrico ou capacitor no caminho da corrente elétrica, o
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fluxo de carga entre as placas é interrompido, enquanto que um campo magnético conti-
nua a existir circundando a regiao entre as placas. Maxwell elegantemente resolveu esse
problema adicionando o termo J; a lei de Ampére. Ou seja, a variagao temporal do campo
elétrico dentro do capacitor, causada pelas cargas de polaridades opostas acumuladas
nas placas metalicas, é responsavel pela existéncia do campo magnético. Esse resultado
também foi 1util para obter as equagoes das ondas eletromagnéticas que se propagam no

vacuo.

Em segundo lugar, fica evidente que o termo incorporado por Maxwell é uma ge-
neralizacdo, nao uma especificagdo, de modo que seu uso nao invalidara o resultado de
determinado modelo. Na verdade, ele descreve completamente os fendmenos eletromagné-
ticos. O problema surge quando, por conveniéncia, geralmente para reduzir a complexidade
matematica dos modelos (conforme explicado em Leroy (1983)), desejamos ignorar J,. Na
formulacao apresentada nesta segdo, as equagoes (4.134) e (4.147) podem ser utilizadas
em qualquer plasma que atenda as condigbes (simplificagoes) adotadas na equagao de
Ohm (2.92). Deixamos claro que, ao incorporar outros termos na lei de Ohm, nao inva-
lidamos o uso de J;, mas teremos um aumento na complexidade do sistema, o que nos
forca a fazer um estudo numérico do problema, bem como a admitir a inclusao de outros

fendmenos fisicos como instabilidades e alguns tipos de ondas (JAUER et al., 2019).

Para negligenciar os calculos de um fluido magneto-condutor, a ordem de magni-
tude da velocidade de Alfvén (2.2) e os valores extremos que ela pode adotar devem ser
considerados. Se v4 < ¢ em todo o volume do espaco-tempo, entao J; pode ser despre-
zado. Como v, ¢ diretamente proporcional ao valor do campo magnético e inversamente
proporcional a densidade, basta ter o conhecimento prévio dos valores dessas magnitudes
em um dado plasma para poder levar em conta ou nao o valor de J;. Por exemplo, em Le-
roy (1983), o autor considera a atmosfera solar em um estado termodindmico isotérmico,
que permite adotar uma funcao exponencial da densidade em termos da altitude. Também
consideramos um modelo analitico para reproduzir o campo magnético na regiao de inte-
resse. Neste modelo, como a densidade diminui exponencialmente, velocidades de Alfvén
maiores que ¢ podem ser erroneamente obtidas e, como resultado da negligéncia de Jy,
uma subestimacao do fluxo de energia através do limite superior surge. Como as ondas
de Alfvén nao se propagam no vacuo (porque elas dependem da presenga de particulas),
elas serao refletidas no limite superior de volta para o sistema, o que nao é desejado. No
entanto, ao considerar Jy, os limites sao definidos de tal forma que, além do limite su-
perior, no vacuo, a onda de Alfvén se tornard uma onda eletromagnética e nao precisara
ser refletida de volta para o sistema. Outro exemplo pode ser encontrado em plasmas
relativisticos de elétrons e positrons, como em pulsares e em ntcleos ativos de galdxias,
constituidos por campos magnéticos intensos onde .J; deve ser levado em consideracao
para estudar a velocidade de fase das ondas (CRAMER, 2001).
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Passemos a discussao fisica dos modos de ondas MHD, apresentados anteriormente.
Para isto, contaremos com o apoio da Figura 26. Nos dois painéis superiores da figura,
mostra-se a variagdo dos modos de onda MHD rapido (cor azul), MHD lento (cor verme-
lha) e puro (cor preta), todos eles sendo plotados como fungoes do dngulo 6. O painel (a)
corresponde ao caso em que v4 > v, € 0 (b) ao caso em que v4 < v,. Os graficos foram de-
senhados a partir de (4.134) e de (4.147), considerando que v4 < ¢, com 6 variando entre
0° e 90°. Devido & condic¢ao v4 < ¢, o resultado seria o mesmo se utilizassemos (2.112) e
(2.119). Este resultado esta de acordo com o mostrado na Figura 7, p. 389 de Bittencourt
(2018a). Ambas as figuras ajudam a verificar que as dedugoes apresentadas para obter
(2.112) e (2.119), considerando a corrente de deslocamento, estao corretas. A verificacao

dos resultados é uma etapa importante na construcao do conhecimento cientifico.

Analisando o painel (a) em mais detalhes, podemos ver que se § = 0°, o modo
rapido e o puro tém a mesma velocidade de fase, que é igual a velocidade de Alfvén.
Ou seja, trata-se de uma onda de Alfvén movendo-se na dire¢gdo do campo magnético e
oscilando na direcao transversal. A velocidade de fase do modo rapido aumenta junto com
o valor de 6, até que, em 90°, ela terd o valor v,, = vpz,, dado por (4.146), e que passa
a ser (2.86) quando vy < c. Os outros dois modos diminuem até o valor de v,, = 0, em
90°. Comparando o painel (b) com o painel (a), vemos que o modo puro nao apresenta
qualquer alteracao. Os modos rapido e lento s6 sao alterados quando # = 0°; neste caso,

para o modo rapido, tem-se v,;, = vs, e para o modo lento, v,, = va.

Nas duas ilustracoes abaixo da Figura 26, o objetivo ¢ mostrar como se da a
variacao de (4.134) e de (4.147) em relagao a (2.112) e a (2.119) quando a velocidade de
Alfvén aumenta. Esta seria uma forma de quantificar a importancia de se considerar o
efeito da corrente de deslocamento no calculo da velocidade de fase de cada um dos modos
de onda MHD. Para realizar essa comparacao, usamos a seguinte relacao:

P(%) = L2 o 100%, (4.151)
Uphl

onde o subindice 1 refere-se a uma das equagoes (2.112) ou (2.119), enquanto o subindice
2 refere-se a (4.134) ou (4.147).

A equacao (4.151) sempre terd valores positivos, uma vez que o efeito da corrente
de deslocamento faz com que seja obtido um limite no valor maximo da velocidade de
fase, e portanto v,n; > wvpne. Por exemplo, considerando (4.134) com 6 = 0°, no caso
hipotético em que matematicamente v4 — o0, a velocidade de fase serd v, = c. Porém,
nas mesmas condigdes, em (2.112) obtemos que v,, — oco. Uma maneira mais clara de
ver isto é quando assumimos que v4 = ¢, sob as mesmas condi¢oes. Terfamos que (4.134)

derivaria de v,, = ¢/v/2 e (2.112), resultando em que v,;, = c.

Como um exemplo para fins de comparacao, consideremos valores caracteristicos

do vento solar no meio interplanetario, proximo a o6rbita terrestre em baixa atividade
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solar. Esses valores sio B =5 nT e p = 5 préton/cm?. Para obter v4 = ¢ com este valor
de densidade, a magnitude do campo magnético teria que ser igual a B = 30733 nT.
Ambos os valores estao bastante distantes dos valores reais medidos pelos instrumentos
de bordo de espagonaves no meio interplanetario. Um outro exemplo é o da fotosfera solar,
a uma altitude de 490 km, onde existem intervalos de campo magnético muito fortes, da
ordem de 0,1 T. Neste caso, as ondas de Alfvén desaparecem (VRANJES; KONO, 2014;
VRANJES, 2014).

Como um exemplo didatico, na Figura 26c mostramos a porcentagem de variacao
de (4.151) para os modos de onda MHD puro e rdpido em funcdo de uma variagdo na
razdo v4/c muito pequena. Levaremos em consideragdo o caso em que vg > vg, POis
nao faz sentido realizar esta discussao para vy, < vg, uma vez que estaremos sempre na
condigdo vy < ¢, onde o efeito da corrente de deslocamento sobre o valor da velocidade de
fase da onda é muito pequeno. O valor de v4/c foi intencionalmente estendido até o valor
maximo, 1, apenas para melhor visualizacdo. Como resultado, mostra-se que os modos
puro e rapido estdo sobrepostos, pois apresentaram o mesmo comportamento funcional
quando variamos v4/c. Além disso, verificou-se que a forma do gréfico independe do
angulo 0. Observamos que, no intervalo 0 < v4/c < 1/2, existe um percentual de varia¢ao

de 10%. Para va/c = 1, esta porcentagem é de aproximadamente 30%.

Na Figura 26d, plotamos (4.151) para observar o comportamento do modo MHD
lento. Este modo, ao contrario dos anteriores, depende do angulo 6. Quando o angulo au-
menta de 0° para 90°, a porcentagem de variacao diminui. Mesmo assim, esta modalidade
praticamente nao é influenciada pelo efeito da corrente de deslocamento, pois o percentual
de variagao é da ordem de 107° %. O valor mdximo de (4.151) observado no painel 26d é
~ 8 x 107° %, quando v4 = v, e 6 = 0°. Para angulos maiores, o maximo continua a ser

v4 = Vs, mas com um valor menor do que no caso 6 = 0°.

Em resumo, expusemos a importancia de se considerar a corrente de deslocamento
na lei de Ampére-Mazwell ao deduzir uma equagao para a velocidade de um fluido. Embora
este seja um topico bastante conhecido na Fisica de Plasma, a abordagem aqui apresentada
foi pedagdgica durante a apresentacao do conteiido. Um cuidado especial foi tomado em
mostrar os passos algébricos necessarios para desenvolver as equacoes. Encontramos, na
literatura, apenas o desenvolvimento matematico para atingir a velocidade de fase dos
modos de onda MHD, quando a corrente de deslocamento nao foi considerada, faltando
a apresentacao dos detalhes ao se considerar esta corrente. Com o objetivo de auxiliar
os alunos de Fisica, mostramos em detalhes o desenvolvimento algébrico para a obtencao

dos modos de onda considerando-se a corrente de deslocamento.

Grande parte da discussao desta secao centrou-se nas diferencas numéricas entre
as velocidades de fase de cada modo de onda MHD, considerando ou nao a corrente de

deslocamento, e no caso em que a velocidade de Alfvén aumenta para valores proximos a
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velocidade da luz. A velocidade de Alfvén pode aumentar por trés razoes: um aumento
no campo magnético, uma diminui¢ao na densidade ou ambos. Porém, para obter valores
préoximos a ¢ sao necessarios valores extremos de campo e densidade, que na pratica sao

dificeis de relacionar com a presenca de ondas de Alfvén.

Como resultado principal, mostramos que é muito importante considerar o efeito
da corrente de deslocamento ao trabalhar com os modos de onda MHD puro e rapido
nos casos em que vy > vs. Para o modo de onda MHD lento, a corrente de deslocamento
praticamente nao tem influéncia no valor da velocidade de fase da onda conforme a velo-
cidade de Alfvén aumenta. Ao considerar a corrente de deslocamento, sugerimos calcular
a velocidade magneto-acistica com a expressao (4.146), que definimos como a velocidade
magneto-actstica anisotrépico-relativistica. O modo elegante de escrever (4.146) é um

resultado inovador desta tese.

4.3 Identificacao e Caracterizacao de Pontos Singulares em Solucées Analiticas da

Equacao de GS

Nesta se¢ao propomos uma metodologia para identificar regioes em torno de pontos
singulares com velocidade relativistica de Alfvén devida a valores intensos do campo mag-
nético e/ou baixa densidade. Estudaremos os pontos singulares que aparecem nas solugoes
analiticas propostas nesta tese. Sabemos que excluir regides em torno de pontos singula-
res de solugoes analiticas é 1til para garantir que a condicdo de Courant — Friedrichs —
Lewy (CFL) seja satisfeita nas simulacoes cléssicas de MHD (GONZALEZ-AVILES; GUZ-
MAN, 2018; GONZALEZ-AVILES; GUZMAN; FEDUN, 2017; GONZALEZ-AVILES et
al., 2015), bem como nas proximidades dos pontos singulares, evitando o caso B — 00, e
como consequéncia, o caso em que v4 — co. Matematicamente, o que foi exposto acima
implica que, muito proximo dos pontos singulares, a velocidade de Alfvén torna-se maior
que ¢, o que do ponto de vista fisico, ¢ uma condicao a ser evitada. No entanto, a medida
que nos afastamos dos pontos singulares, a velocidade de Alfvén diminui. Portanto, a
pergunta que pretendemos responder nesta secao é: “até que distancia a velocidade de
Alfvén deve estar afastada do ponto singular a fim de garantir que ela tenha um valor
consistente, relacionado a algum sistema fisico em uma simulacdo MHD classica?”. Apos
respondida a questao, surge uma nova pergunta: “na pratica, como implementar um mé-
todo que permita excluir essas regides do dominio de integracao da solucao analitica?”.
Ainda, supondo que a resposta a pergunta anterior seja positiva, devemos verificar se a
solugao pode ser 1til ou nao para obter condigoes iniciais em modelos MHD e também

para aperfeicoar a solugdo numérica da equagao de GS.

A velocidade Alfvén é definida por (2.2). Por outro lado, a velocidade de fase (v,y,)
¢ a taxa com que a onda se propaga em algum meio e, em particular, é definida em termos

da frequéncia angular da oscila¢do (w) e do niimero de onda ou constante de propagagao
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(k). A velocidade de fase das ondas eletromagnéticas no espago livre é:

w 1
Uph:—:C:

k \/M0€0’

em que c é a velocidade da luz e ¢, é a permissividade do espaco livre.

(4.152)

Na matéria, sdo definidas a permeabilidade p e a permissividade e. Consequente-
mente, a velocidade de fase de uma onda eletromagnética redefine-se como sendo vy, =
1/\/ue. Num fluido magneto-condutor, as condigdes p = pio e €(w) = €(1 — w? /w?) sdo

satisfeitas, em que w, = 4/ ;ﬁf; é a frequéncia do plasma (FITZPATRICK, 2008).

A velocidade de fase para ondas incidentes no plasma é:

1
vpn(W) = ——= =
Ho€(w)
c
= (4.153)
1-4
Para uma onda que se propaga na direcao perpendicular ao campo magnético,
temos k L EO, E-Q_)'A =0,U4-t =0e - k= urk. As condigbes anteriores sao usadas para
reduzir (4.128), e o resultado ¢ a velocidade de fase da onda magneto-acistica longitudinal
com velocidade vy, propagando-se através de éo. Ou seja, na equacao (4.149), do modo

de onda MHD réapido, considera-se # = 90°, e o resultado ¢é o seguinte:
Uph = 4/ V3 (4.154)

com vy, definido em (4.146), e chamado de velocidade magneto-actstica anisotrépico-

relativistica. Em (4.146), para 6 = 90°, temos:
Viry = Va (V3 +v3), (4.155)
com 4 definido em (4.144).
Podemos redigir a equagao (4.154) da seguinte forma:

1 2 2
Vo = - (1+v5/vi) (4.156)

Em (4.144), o sinal a frente de 54 (mais) é oposto ao do fator de Lorentz ori-

ginal (menos). Embora v,, possa ser maior que c, essa velocidade em (4.156) é sempre
menor do que ¢. A onda com velocidade de fase definida por (4.154) ou (4.156) tem um
campo elétrico associado, E = —i; x By. Portanto, a onda é semelhante a uma onda
eletromagnética porque E L Byl k. No entanto, trata-se de uma onda longitudinal, pois
@, || k. Além disso, essa onda é ndo dispersiva (independente da frequéncia). Ao contrario

da onda eletromagnética, a onda magneto-acustica tem flutuagoes de densidade ao longo
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da direcao de k (BITTENCOURT, 2018a). Esta onda pode produzir compressoes e ra-
refagoes das linhas do campo magnético sem alterar sua dire¢ao, permanecendo o fluido
condutor “congelado” nas linhas do campo (ALFVEN, 1942). Diferengas muito grandes
entre os valores de pressao do fluido e da pressao magnética podem transformar a onda

magneto-acustica em uma onda acustica ou mesmo em uma onda de Alfvén.

Por outro lado, para uma onda que se propaga na direcao do campo magnético,
temos k || By e k - 74 = kva. Nesse caso, da analise de (4.147) ¢ (4.148) (veja também
a Figura 26 painéis a e b, no caso que § = 0°) duas solugoes de (4.128) sdo possiveis:
primeiro, se ; || l% obteremos uma onda actustica longitudinal comum com v,, = *vg,
conhecido como modo longitudinal; em segundo lugar, se u; L /2, entao obteremos uma

onda transversal, conhecida como onda de Alfvén, como segue:

c

Upp = E—F—e—=. 4.157
= T t

Outra forma de escrever (4.157) é:
Uph = :l:’}/AUA. (4158)

Veja que, para um fluido com a restri¢do vg < va, (4.156) é igual a (4.157).

De acordo com (4.157) ou (4.158), a velocidade Alfvén de uma onda que se propaga
no espago poderia ser maior do que a velocidade da luz, e matematicamente essas equacoes

nao sao indeterminadas. Neste ponto, é aconselhavel apresentar trés explicacoes:

1. Se a velocidade de Alfvén tende ao infinito, entdo a velocidade de fase da onda
sera igual a velocidade da luz, porém é necessario excluir do dominio da solugao
toda a regiao a partir da condicdo v4 > ¢, em que a onda de Alfvén passaria a ser
considerada uma onda eletromagnética, evitando também entrar em conflito com a

Teoria da Relatividade Especial;

2. Se a velocidade de Alfvén for muito menor do que a velocidade da luz, entao a
velocidade de fase da onda sera igual a velocidade de Alfvén, ou seja, uma condicao
nao-relativistica. Neste caso, teria que ser definido o valor de v4 a partir do qual

pode-se considerar que estamos em uma situagdo nao-relativistica;

3. Uma condigao relativistica é considerada quando a velocidade de fase estd em uma
faixa de valores de um determinado limite (fixado no item anterior) até um valor
préximo a ¢/v/2, a partir do qual v4 > ¢. Em resumo, se a velocidade de Alfvén for
maior que ¢, trata-se do resultado de uma intensificacdo rapida e forte do campo
magnético por conta da singularidade. Propomos, portanto, excluir esta regiao das

solucoes que serao estudadas.
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Na Tabela 1, mostramos vérios valores de (4.158) em unidades fisicas, considerando
6 = 0. Neste caso, a velocidade da luz é ¢ = 299.792.458 km/s. A primeira coluna mostra
valores hipotéticos de 4 em ordem decrescente, de 1,20 a 0,01. A segunda coluna mostra
os possiveis valores de v4 obtidos de 54 e c. A terceira coluna exibe os valores de v,;, obtidos
de (4.158). Também para este estudo, poderia ser utilizado (4.156), mas seria necessario
fixar um valor para vg. A dltima coluna é a razao entre v,4 (segunda coluna) e vy, (terceira

coluna).

Tabela 1 — Relagao entre 4, va, Upy, € & Propor¢ao v4 /vy, em ordem decrescente, definindo
limiares para os intervalos de valores com vy > ¢, ondas relativisticas de
Alfvén e ondas nao-relativisticas de Alfvén, segundo o modelo aqui adotado.
A terceira coluna apresenta os valores vy, obtidos de (4.158), também por
(4.148 e 4.149) considerando § = 0 e v4 > vg . O valor ¢ = 299.792.458 km/s ¢é
usado. Os valores escolhidos nesta tese sdo destacados em negrito. Os valores
marcados em azul na tabela, separa os valores onde v4 > ¢ (em cima) dos

valores relativisticos e nao-relativisticos (em baixo).

Ba  va=pac (km/s) vy, (km/s) Va/VUph,
1,20 359750,95 230306,95  1,562049935
1,10 329771,70 221828,45  1,486606875
1,00 c c/\?2 V2
0,95 284802,84 206481,89  1,379311422
0,90 269813,21 200550,568  1,345362405
0,85 254823,59 194160,11  1,312440475
0,80 239833,97 187278,86  1,280624847
0,75 224844.34 179875,47  1,250000000
0,70 209854,72 171919,69  1,220655562
0,65 194865,10 163383,40  1,192686044
0,60 179875,47 154241,95  1,166190379
0,55 164885,85 144475,61  1,141271221
0,50 149896,23 134071,26  1,118033989
0,45 134906,61 123024,24  1,096585610
0,40 119916,98 111340,12  1,077032961
0,35 104927,36 99036,57 1,059481005
0,30 89937,74 86144.73 1.044030651
0,25 74948,11 72710.35 1.030776406
0,20 59958,49 58794.14 1.019803903
0,15 44968,87 44471.35 1.011187421
0,10 29979,25 29830,46 1,004987562
0,05 14989,62 14970,92 1,001249220
0,04 11991,70 1198212 1,000799680
0,03 8993,77 8989,73 1,000449899
0,02 5995,85 5994,65 1,000199980
0,01 2997,92 299777 1,000049999

Outro ponto importante de destaque é que estamos considerando que o modo de

onda MHD rapido é predominante na lamina de corrente da magnetocauda, regiao que
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usaremos como caso de estudo. Portanto, considera-se uma aproximacao nao-relativistica
em que vy, deve ser igual a v4 quando § = 0°. Além disso, em um fluido magneto-
condutor de baixa frequéncia, vy, pode ser calculada usando (4.158). Uma condi¢do nao
relativistica é aceita se v4 for muito menor que c. A quarta coluna da Tabela (1) indica que
a melhor aproximagao possivel para esse problema seria considerar os valores 54 < 0, 30.
Para refinar a escolha de (34, é preciso considerar a magnitude da velocidade de Alfvén no
sistema fisico hipotético com o intuito de criar condic¢Oes iniciais para uma simulagao MHD
nao relativistica. Na regiao da lamina de corrente de magnetocauda, usada como caso de
estudo, o valor médio de v4 é 1516,10 km/s (calculado teoricamente a partir de Kan
(1973)); entéo, um valor extremo de tolerdncia para velocidades mais altas poderia ser na
ordem de vinte vezes esse valor, ou seja, vg == 29979, 25 km/s. Este valor corresponde a
Ba=0,10.

E importante destacar que estamos cientes que a fixacao do valor v, ~ 29979, 25
km/s como sendo o méaximo na magneto-cauda é um tema que fica em aberto e que
precisa de um estudo mais aprofundado. Este valor pode ser refinado posteriormente,
apos a inclusao da solugao como condigao inicial na simulagao MHD, como um processo
de ensaio e erro. No entanto, deixamos isto como sugestao para um trabalho futuro nesta
linha de pesquisa. Se a condi¢ao anterior for aplicada a outro sistema fisico hipotético,
ainda sera possivel usar valores altos de 34, maiores que 0, 10, até 4 = 0,30. O exposto
na sentenca anterior ocorre porque, para 54 = 0,30, temos como primeira ordem de
aproximagao v4 /v, &~ 1,00 (ou seja, uma condi¢ao que ainda pode ser considerarada nao
relativistica), e para 54 > 0, 30, a relagdo é v4 /vy, &= 1,1 ou superior a essa (ou seja, uma

condigao relativistica).

Em uma condigao relativistica, em tese, uma determinada onda ainda pode ser
considerada alfvénica até o limite v,, < c. No entanto, preferimos restringir esse limite
a valores mais realisticos, v4 ~ ¢, em que v,, < ¢/ V2. Por outro lado, na Tabela 1,
o intervalo relativistico é 1,004987562 < v4/v,, < v2 (0,10 < 84 < 1,00). Como os
limiares relativisticos sdo um tema conflitante na Fisica, se o leitor nao concordar com os
limiares definidos na sentenca anterior, ainda assim podera mudar os limiares sem alterar
a metodologia proposta de excluir as singularidades. O intuito aqui é mostrar como excluir
essas singularidades nas solucoes que vém sendo apresentadas nesta tese. Mudar o limiar
de corte vai alterar o dominio de utilidade da solugao, mas o método de implementar essa
mudanca de limiar na solugao analitica com a presenca de singularidades permanecera o

11es1mao.

Até o momento, estabelecemos uma metodologia que nos permite trabalhar com
a condicao relativistica/nao-relativistica da velocidade de fase da onda de Alfvén em
torno de uma possivel singularidade magnética analitica. Nesta tese, na se¢ao 4.3.1, vamos

calcular, por exemplo, o modelo de Kan — que tem pontos singulares, onde sao identificadas
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as regioes nas quais 54 < 0,10; 0,10 < 84 < 1,00 e B4 > 1,00.

Uma vez calculada a velocidade da fase, discutimos a faixa de valores desta em
termos da velocidade de Alfvén. Por exemplo, em regides com intenso campo magnético
e/ou baixa densidade, a velocidade de Alfvén tende a ser alta ou préxima da velocidade
da luz (como exemplo, temos o plasma ao redor de pulsares). Além disso, em algumas
solugoes analiticas da forma especifica da equagdo de Grad-Shafranov, pontos singulares
magnéticos podem aparecer no dominio em que essas solugoes sao definidas. Mas, de
acordo com a metodologia apresentada nesta secao, podemos excluir os pontos singulares
do dominio e, portanto, essas solugoes analiticas podem ser usadas, por exemplo, como
condigoes iniciais em uma simulacao classica de MHD sem o uso da Relatividade Especial.
Além disso, a regiao onde a velocidade de Alfvén tende a ser maior que a velocidade da

luz pode ser excluida da simulacao classica de MHD.

Uma particularidade é a definicdo de 84, que relaciona a velocidade de Alfvén e
a velocidade da luz no vacuo. Para a andlise realizada aqui, consideramos que (4 varia
de 0,01 a 1,20, e a velocidade de Alfvén é calculada a partir desses valores. Além disso,
obtemos a velocidade de fase a partir da velocidade de Alfvén. Depois disso, comparamos
as duas velocidades (fase e Alfvén) para ter uma relacio que permita garantir que a
propagagao da onda no fluido seja devida a uma onda de Alfvén (relativistica ou nao-
relativistica), sem exceder o limite v4 > ¢. O exposto acima significa que a razao v4 /vy,

¢ aproximadamente 1, ou seja, a razao esperada para o caso nao relativistico.

4.3.1 Pontos Singulares no Modelo de Kan

Na solucao de Kan dada na segao 3.4, o potencial vetorial normalizado, ¥ (X, Z) =

—%ﬁz), ¢ definido pela equagao (3.12). Esta equagao tem trés pontos singulares magné-

ticos em (a, 0) (lembrando que foi considerado a = 0) e (0, =v/b) (doravante, b = 0, 5).
Para analisar o comportamento do campo magnético, na Figura 27a mostramos
um grafico de fluxo do vetor do campo magnético B,, = B,i + B,j em funcao de X e Z.

As expressoes para as componentes do campo magnético do B, e B, tornam-se:

L OU(X,2)
L oV(X,2)

Os valores de B(X, Z) e da densidade do fluido, p(X, Z), sdo necessérios para cal-
cular a velocidade de Alfvén no plano cartesiano X 7, expressao que jé foi dada por (4.159)

e (4.160). A intensidade do campo magnético corresponde a B(X,Z) = \/B2+ B2, e a

z)

densidade é a seguinte:

— — 12
o(x,2) = 22D By oy,

= 4.161
kBT 3]€BT,U,0 ( )
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Na Figura 27, os pontos singulares sao marcados em vermelho. Um fato interes-
sante sobre este modelo é que, longe do eixo Z, a morfologia das linhas do campo mag-
nético se assemelha a da cauda da magnetosfera (MANANKOVA; PUDOVKIN, 1996;
MANANKOVA; PUDOVKIN, 1999; MANANKOVA; PUDOVKIN; RUNOV, 2000; MA-
NANKOVA, 2003; KOROVINSKIY et al., 2018). Nesse caso, para identificar a regiao de
alta velocidade de Alfvén em torno de cada ponto singular, uma grade retangular centra-
lizada no ponto é fixada. A Tabela 2 mostra os valores usados para implementar a grade

retangular para cada ponto singular.

Tabela 2 — Valores da grade retangular usados para identificar a regiao de alta velocidade
de Alfvén para cada ponto singular magnético (Xy, Zp) na solugao de Kan

(Xo, Zo) Xmin Xmaz AX Lmin Zmax AZ Fig. 27:
0, —v0,5) 0,2 0,2 0,0011 2 —0,15 2+ 0,15 0,0031  painel ¢
(0, 0) o — 0,055 x4+ 0,055 0,0011 —-0,13 0,13 0,00031 painel d
(0, 1/0,5) -0,2 0,2 0,0011 25—0,15 29+0,15 0,0031 painel e

A Figura 27b mostra trés regides fechadas em torno de cada ponto singular; fora
dos limites, a relacdo va /vy, < 1,004987562 ¢ satisfeita. As regides sao visualizadas com
a mesma escala que a Figura 27a. Fora dos contornos fechados, o dominio das ondas nao
relativisticas de Alfvén é representado. Para visualizar os resultados com mais clareza,

cada painel inferior mostra trés regides da seguinte forma:

1. va/vp, < 1,004987562 (regido de cor branca) representa o caso nao relativistico;
2. 1,004987562 < v4/v,, < /2 (regido de cor cinza) mostra o caso relativistico;

3. v4 > ¢ (regido de cor azul) representa a regido que viola a condigao relativistica

para a velocidade de Alfvén.

A guisa de exemplo, veja a Figura 27c, que corresponde aos trés intervalos mencionados ao
redor do ponto singular (0, —4/0,5). De maneira semelhante, as trés regides ao redor do
ponto (0, 0) ((0, /0.5)) sdo mostradas em 27d (27¢). Em relacao ao eixo X, a Figura 27¢

é simétrica com 27e. Na Figura 27d, a parte superior é simétrica com a parte inferior.
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Figura 27 — Esta figura mostra os resultados para a solugdo de Kan. Os pontos singulares
magnéticos sao marcados em vermelho. O pamel a) mostra um grafico de
fluxo do vetor de campo magnético, B,, = B,i+B.j 7, em funcao de X e Z de
(3.12), com (4.159) e (4.160). O painel b) mostra o limite em torno de cada
ponto singular a partir do qual v4/v,, < 1,004987562 (isto ¢, fora do limite).
Os ultimos trés painéis mostram as regioes onde 1, 004987562 < v,/ Upp, < V2
(cor cinza) e v4 > ¢ (cor azul) ao redor dos pontos singulares (0, —+/0,5) no
painel ¢, (0, 0) no painel d e (0, 1/0,5) no painel e.
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Fonte: o autor.

A Figura 28 mostra a magnitude do campo magnético (ilustragoes a e b), a den-
sidade do fluido (ilustragdes ¢ e d) e a subtracao entre eles (ilustragoes e, f) plotados
muito perto de cada ponto singular no modelo de Kan. Os valores em X = 0,0011 e
VZ sao usados para plotar as fungoes B(0,0011, Z) e p(0,0011, Z) versus Z. As figuras
da esquerda correspondem a valores préximos do ponto singular (0,0), e os da direita, de
(0, —+/0,5). No ponto (0, 4/0,5), ndo mostrado aqui, os graficos sao muito semelhantes aos
da direita. As figuras 28e e 28f mostram que o aumento na velocidade da fase relacionada
a regiao relativistica é causado por uma combinag¢ao de densidade reduzida e aumento da
intensidade do campo magnético, respectivamente. Por outro lado, na regiao do dominio
va > ¢, a velocidade da fase aumenta devido ao rapido aumento da intensidade do campo

magnético proximo ao ponto singular.

Em resumo, a metodologia proposta foi capaz de isolar regioes com alta veloci-
dade de fase, relacionadas a velocidade de Alfvén, no modelo de Kan em torno de trés

singularidades magnéticas analiticas.



134 Capitulo 4. RESULTADOS E DISCUSSOES

Figura 28 — Intensidade do campo magnético (figuras a e b), densidade do fluido obtido de
(4.161) (figuras c e d) e a subtragao entre eles (figuras e e f) plotados a partir
do modelo de Kan. Para evitar a singularidade magnética em que B(X, Z)
tende ao infinito, cada figura mostra um grafico proximo a uma singularidade
nos pontos (0,0) (figuras a, ¢ e e) e no ponto (0,—+/0,5) (figuras b, d, e,
e f), respectivamente. Os gréficos permitem comparar a contribui¢do que os
valores da magnitude do campo magnético e da densidade do fluido terao ao
aumentar a velocidade da fase, relacionada a velocidade de Alfvén, proxima
a um ponto singular magnético.
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Fonte: o autor.

4.3.2 Pontos Singulares no Modelo de NAVAL

A solugdo de NAVAL ¢é dada por (3.24), em que b especifica a mudanca ao longo
do eixo X. A equacao (3.24) possui pontos singulares magnéticos em ((2k + 1)7/(2b), 0),
para k € Z e m dado em radianos (doravante, b = 0,5 e k = 0). A Figura 29a mostra

um grafico de variagao do vetor campo magnético, B,,, em funcdo de X e Z. As duas
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singularidades sao marcadas em vermelho. Este modelo apresenta ilhas magnéticas nos
pontos nulos na origem e do tipo—X, localizados acima e abaixo de cada ponto singular

magnético.

A Tabela 3 mostra os valores extremos do intervalo de dados usados para localizar
regides de alta velocidade de Alfvén. A Figura 29b mostra duas curvas fechadas em que
Ba < 0,10, cada uma em torno de um ponto singular magnético. Fora dos limites, as
velocidades nao relativisticas de Alfvén sao representadas. Para uma melhor visualizagao,
as regioes sao mostradas com a mesma escala que a da Figura 29a. As Figuras 29¢ e 29d
mostram uma ampliagdo das regides ao redor dos pontos singulares (—m, 0) (ilustragao c)
e (m, 0) (ilustragao d). Cada uma das figuras inferiores mostra trés regides, como segue:
Ba < 0,10 (regidao de cor branca) representa a velocidade nao relativistica de Alfvén;
0,10 < B4 < 1,00 (regiao de cor cinza) mostra o caso relativistico e 84 > 1,0 (regido de
cor azul) é a regiao com v4 > c. Ambas as regioes (figuras c e d) sdo geometricamente

iguais.

Tabela 3 — Valores da grade retangular usados para identificar a regiao de alta veloci-
dade de Alfvén, para cada ponto singular magnético (Xy, Zp), na solugdo de
NAVAL.

(XQ, Z()) szn Xmax AX Zmzn Zmax AZ ﬁgura (29)
(my 0)  x¢—0,5 x0+0,5 0,006 —4 4 0,009  painel ¢
(=m, 0) x—0,5 x0+0,5 0,005 —4 4 0,009  painel d

A Figura 30 mostra a magnitude do campo magnético (a), a densidade do fluido
(b) e a subtracao entre eles (c), plotados muito perto dos pontos singulares no modelo de
NAVAL. Os valores em Z = 0,009 e VX sao usados para plotar as func¢oes B(X,0,009) e
p(X,0,009) versus X nas figuras b e ¢, respectivamente. As figuras correspondem a valores
proximos ao ponto singular (m,0). No ponto (—,0), ndo mostrado aqui, os graficos sao
muito semelhantes aos dos painéis da Figura 30. Vemos que os valores relativisticos da
velocidade de Alfvén sdo uma combinacao de densidade reduzida e aumento da intensidade
do campo magnético, respectivamente. No entanto, os valores de velocidade de Alfvén
superiores a ¢ sao causados pelo pico de intensidade do campo magnético préximo ao

ponto singular.

Essa metodologia também foi aplicada para as solugoes 1, 2 e 5. Deixaremos os

graficos para consulta no apéndice D em 33, 34 e 35, respectivamente.
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Figura 29 —

Resultados para a solugao de NAVAL. Os pontos singulares magnéticos sao
marcados em vermelho. O painel a) mostra um perfil de linhas de for¢a do
campo magnético Em = B,i + sz como uma funcao de X e Z de (3.24)
com (4.159) e (4.160). O painel b) mostra o limite em torno de cada ponto
singular a partir do qual vs/v,, < 1,004987562 (ou seja, fora do limite). Os
dois tltimos painéis mostram as regives em que 1,004987562 < v4/ Uph < V2
(cor cinza) e vy > ¢ (cor azul) ao redor dos pontos singulares (—m, 0) no
painel ¢ e (m, 0) no painel d.
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Fonte: o autor.
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Figura 30 — Intensidade do campo magnético (painel a), densidade do fluido de (4.161)
(painel b) e a subtracao entre eles (painel ¢), plotados a partir do modelo
de NAVAL. Para evitar a singularidade magnética em que B(X,Z) tende
ao infinito, cada painel mostra um grafico préximo a singularidade no ponto
(7,0). Perto do ponto (—, 0), ndo mostrado aqui, os gréaficos sao semelhantes.
Os graficos permitem comparar a contribuicdo que os valores da forca do
campo magnético e da densidade do fluido terdao ao aumentar a velocidade
da fase, relacionada a velocidade de Alfvén, préxima a um ponto singular
magnético.
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Fonte: o autor.
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5 Conclusoes

O objetivo desta tese em um primeiro momento, é apresentar a equagao especifica
de Grad-Shafranov para uma posterior revisao das solugoes analiticas com e sem singu-
laridades, e também propor novas solucgoes fazendo a discussao fisica. Em um segundo
momento, propomos uma metodologia para identificar regides em torno de pontos singu-
lares com velocidade relativistica de Alfvén devida a valores intensos do campo magnético

e/ou baixa densidade.

A equacao de Grad-Shafranov foi tratado nas se¢des 2.2 e 2.3 com todo o rigor
fisico-matematico e, publicado em Cristaldo-Oliveira et al. (2020) tanto para o caso mais
geral, como também para a sua versao simplificada ou especifica. A mais geral, que é
aplicada quando a densidade de corrente é definida em fungdo da primeira derivada do
potencial vetor magnético, nao tem solucao analitica e pode ser resolvida numericamente
como um problema de Cauchy (ver segao 2.5). No caso da versao simplificada ou especi-
fica, aplicada quando a densidade de corrente se expressa em funcao da exponencial do
potencial vetor magnético, temos solucao analitica. Para equacao especifica da equacao
GS, levantamos o estado da arte (ver capitulo 3), revisando véarios autores e suas solu-
¢oes, comecando por Walker e sua formula, passando por Harris, Faddev, Kan, NAVAL
e Yoon-Lui. Estas solugoes tém em comum o fato de derivarem da férmula de Walker, ou
seja, sao obtidas mudando-se a fun¢ao geradora, que é uma funcao de variavel complexa,

da qual podemos obter novas solugoes.

A primeira contribuicdo dessa tese sao seis novas solugoes contendo pontos sin-
gulares, encontradas usando a féormula de Walker. Uma dessas solugoes foi usada para
fazer uma simulagdo MHD usando o codigo Newtoniano CAFE em Ojeda-Gonzélez et
al. (2020). Quanto as caracteristicas e diferencas encontradas nas novas solugoes, tiramos
algumas conclusées. A solugdo 1 (ver Figura 16), tem a vantagem de deslocar as ilhas
magnéticas, podendo favorecer assim a simulacio MHD, mantendo a estrutura da ilha
magnética. Na solucao 2 (ver Figura 18), o pardmetro f, faz com que as ilhas magné-
ticas se aproximem umas das outras, podendo causar laminas de corrente circular com
geometria cilindrica. J& nas solugoes 3 e 4 (ver Figura 20 e 22), vimos que a proximidade
de varios pontos singulares pode fazer com que as linhas do campo magnético fiquem
complexas de se analisar. A solu¢ao 5 (ver Figura 24), por sua vez, tem como caracte-
ristica marcante o fato de ter pouca influéncia da solucao Yoon-Lui-1, diferentemente da
solugdo 6 (ver Figura 25), em que conforme variamos o pardmetro v temos a formagao
de um anel de corrente e também ilhas magnéticas tanto no eixo X como no eixo Z, a
depender também do parametro v. Também no levantamento do estado da arte, explo-

ramos diversas aplicagoes da equagdo de GS (ver segao 2.7), a Fisica Espacial, podendo
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ser usados para estudar lamina de corrente, reconexao magnética, tubo de fluxo e nuvens

magnéticas, dentre outros eventos.

O segundo resultado desta tese encontra-se na secao 4.2, onde partindo das equa-
¢oes basicas MHD e, considerando o efeito da corrente de deslocamento J;, expusemos
a importancia de se considerar a corrente de deslocamento na lei de Ampére-Maxwell ao
deduzir uma equagao (4.147), para a velocidade de um fluido. Publicamos esse resultado
em Ojeda-Gonzdlez et al. (2021). No caso especifico do plasma presente no interior da
magnetosfera, onde a velocidade de Alfvén tem valores muito pequenos quando compa-
rado com a velocidade da luz, as mudancas dos valores da velocidade de fase da onda
se mantém praticamente os mesmos com ou sem a corrente de deslocamento na lei de

Ampéres-Maxwell.

Por fim, a terceira contribuicao se encontra na se¢ao 4.3, onde usamos o resultado
anterior para caracterizar regioes com velocidade de Alfvén relativisticas ao redor de
pontos singulares. Desta forma, propomos uma metodologia para isolar, e posteriormente
excluir regives no entorno das singularidades com velocidade relativistica de Alfvén (ver

Figuras 27, 29, 33, 34 e 35). Esse resultado estd em fase de publicagao.

Pensando em trabalhos futuros, pode-se fazer uma simulagdo MHD usando alguma
dessas novas solugoes como condic¢ao inicial, para tanto, aplica-se primeiro a metodologia
para excluir as regides no entorno das singularidades com velocidade relativistica de Alf-
vén. O método de identificar o limiar relativistico ainda poderia ser melhorado fazendo
comparagoes com outras formulagoes MHD mais complexas, sendo que aqui somente con-
sideramos MHD ideal. Também pode-se utilizar alguma das novas solugoes analiticas da
equacao de GS para validar os métodos de deteccao de lamina de corrente em dados
de satélites no vento solar. Outra possibilidade seria usar as novas solugoes para validar
métodos de solucao numérica da equagdo de GS, melhorando assim a implementacao da

solucao numérica.
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APENDICE A - Contexto Histérico

A.1 Joseph Liouville

Figura 31 — Joseph Liouville.

Fonte: <http://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Mathematicians/Liouville.html>

Toda essa biografia foi resumida e traduzida de (MACTUTOR HISTORY OF
MATHEMATICS, 2019).

Liouville nasceu em 24 de marco de 1809 em Saint-Omer, na Franca. O capitao
do exército de Napoledo era o pai de Liouville, e por conta da guerra Liouville morou por
muito tempo com seu tio. Apods a derrota de Napoledo, seu pai se mudou com a familia
para Toul, em Paris. La, Liouville estudou uma Matematica mais sofisticada, lendo artigos
de Gergonne por exemplo, e fez progresso provando alguns resultados geométricos, que

foram escritos apesar de nunca terem sido publicados oficialmente.

Liouville ingressou na Ecole Polytechnique em 1825, e frequentou o Cours d’analyse
et de mécanique de Ampére na sessao 1825-26. Ele também participou de cursos de Fran-
cois Arago na Ecole Polytechnique, bem como de um segundo curso de Ampére no Collége
de France. Embora Liouville nao parega ter participado de nenhum dos cursos de Cauchy,
é claro que Cauchy deve ter tido uma forte influéncia sobre ele. Liouville se formou em

1827 e contou com Prony e Poisson como seus examinadores.

Depois de se formar na Fcole Polytechnique, Liouville entrou na FEcole des Ponts
et Chaussées. Liouville se casou, e apds sua lua de mel em outubro de 1830, ele resolveu
renunciar a Fcole Nationale des Ponts et Chaussées. Ja nesse mesmo periodo ele escreveu

varios artigos sobre Eletrodinamica, Equacgoes Diferenciais Parciais e Teoria do Calor.

Em 1831, Liouville foi nomeado para seu primeiro cargo académico, como assis-
tente de Claude Mathieu, nomeado para a cadeira de Ampére na Ecole Polytechnique.

Ele também foi nomeado para varias escolas particulares e para a Fcole Centrale. Nesse
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periodo da sua vida ele lecionou muito -— 40 horas semanais -— em diferentes instituicoes,

onde parece ter lecionado em alto nivel para alunos nao tao brilhantes.

Em 1836, Liouville fundou uma revista de matematica, Journal de Mathématiques
Pures et Appliquées. Este periddico, as vezes conhecido como “Journal de Liouville”, fez
muito pela Matematica na Franca durante o século XIX. Liouville ja havia conquistado
reputacao internacional com artigos publicados no Crelle’s Journal, mas ele percebeu que
quando confrontado com as publicagoes dos matematicos da época, e quando a critica os
comparava isto acirrava alguma rivalidade. Isto o deixou triste, fazendo-o escrever, em

1896, os seguintes dizeres:

“um espirito peculiar de emigracdo apoderou-se de alguns criticos e os vimos
amontoando abusos, um apés o outro, dos homens que em varios campos
da ciéncia honraram a Franca com grande dignidade. ... esse estilo agudo e
peremptorio ... nunca serd meu, pois desonra tanto o carater quanto o talento

daqueles que o adotam”.

Liouwville se tornou o favorito para ocupar a cadeira na Ecole Polytechnique, que
ficou vaga quando Navier morreu em 1836. No entanto, apds uma competicao acirrada,
Duhamel foi nomeado. Em 1837, Liouwville foi nomeado para palestrar no Collége de France
como substituto de Biot. Em 1838, Liouwille foi nomeado professor de Analise e Mecéanica

na Ecole Polytechnique.

Nem tudo foram flores no caminho Liouville. Quando Lacroix morreu em 1843,
Liouwille solicitou sua cadeira no Collége de France, onde lecionou apenas como substituto
de Biot. Contudo, apdés uma eleicao apertada, Libri foi nomeado. Liouville renunciou
imediatamente ao Collége de France, escrevendo em sua carta de demissao: “Sinto-me
profundamente humilhado como pessoa e como gedmetra pelos eventos que ocorreram
ontem no Collége de France. A partir deste momento é impossivel para mim palestrar

nesta instituicao”.

Outro aspecto da vida de Liouville foi seu envolvimento na politica. Um de seus
amigos e colegas matematicos foi Arago, que entrou na Camara dos Deputados em 1831
e se tornou lider do Partido Republicano. Outros colegas matematicos também se envol-
veram com os eventos politicos da época, por exemplo, o Cataldao, cujas visdes politicas
eram semelhantes as visoes republicanas de Liouville, o que prejudicou um pouco sua

carreira matematica. Apesar disto, Liouville nunca paralisou suas pesquisas.

Encorajado por Arago, Liouville se candidatou a Assembleia Constituinte em 1848.
Em sua recomendacao de Liouville como candidato, Arago escreveu: “.. O Sr. Liouville é
um dos meus melhores amigos. Ele ¢ um homem muito eminente, patriota, republicano

experiente. Deus conceda que a Assembleia Nacional contenha muitos membros desse
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calibre”. Eleito em 23 de abril de 1848, Liouville ocupou seu lugar entre a maioria repu-
blicana moderada. Liouville continuou sua carreira politica, concorrendo as elei¢oes da
Assembleia em 1849, mas a maré virou contra os republicanos moderados, e ele nao foi
eleito. A derrota eleitoral foi outro ponto de virada na vida de Liouwville. Assim Liitzen

disse:

“A derrota politica mudou a personalidade de Liouville. Nas cartas anteriores
ele costumava estar deprimido por causa de uma doenca e podia expressar sua
raiva contra inimigos como Libri, mas ele sempre lutava pelo que acreditava
ser certo. Apos a eleicdo em 1849, ele renunciou e tornou-se amargo, mesmo
com seus velhos amigos. Quando ele se sentou em sua mesa, ele nao apenas
trabalhou, ... ele também ponderou sobre seu mau destino. ... suas anotagoes

matematicas foram interrompidas com citagoes de poetas e filésofos™

Sua cadeira no Collége de France foi declarada vaga em 1850, e Cauchy e Liouville
competiram pelo cargo. Numa disputa acirrada, Liouville triunfou e iniciou suas palestras
no Collége de France em 1851. Embora a produgdo matematica de Liouville tenha sido
bastante reduzida enquanto ele esteve envolvido com a politica, ela aumentou novamente
na década de 1850, apesar dos problemas de saude. De fato, 1856 e 1857 foram dois dos

anos mais proficuos de Liouwille.

Outro golpe para Liouville foi a morte de Dirichlet em 1859. Foi um golpe sé-
rio para ele matematicamente porque, além de perder um amigo intimo, ele perdeu seu

principal correspondente matematico.

O trabalho matematico de Liouwville era extremamente amplo, da Fisica Mate-
matica a Astronomia e a Matematica Pura. Um dos primeiros tépicos que ele estudou,
desenvolvido a partir de seus primeiros trabalhos sobre Eletromagnetismo, foi o chamado
Célculo Fracionario. Ele definiu operadores diferenciais de ordem arbitraria, Dt. Geral-
mente ¢t é um nimero inteiro, mas nesta teoria desenvolvida por Liouville em artigos entre
1832 e 1837, t poderia ser um numero racional, irracional, ou geralmente um ntimero com-

plexo.

Liouville investigou critérios para integrais de fungoes algébricas serem algébricas
durante o periodo de 1832-33. Tendo estabelecido isso em quatro artigos, Liouville passou
a investigar o problema geral da integracao de fungoes algébricas em termos finitos. Seu
trabalho a principio foi independente do de Abel, mas depois ele aprendeu sobre o trabalho

de Abel e incorporou varias ideias em seu préprio trabalho.

Outra area importante pela qual Liouville é lembrado hoje é a de Nimeros Trans-
cendentais. O interesse de Liouville nisso decorreu da leitura de uma correspondéncia entre

Goldbach e Daniel Bernoulli. Liouville certamente pretendia provar que e é transcenden-
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tal, mas nao obteve sucesso. No entanto, suas contribui¢oes foram grandes e o levaram
a provar a existéncia de um ntmero transcendental em 1844, quando ele construiu uma
classe infinita de tais nimeros usando fragoes continuas. Em 1851, ele publicou resulta-
dos sobre ntimeros transcendentais, removendo a dependéncia de fragdes continuas. Em
particular, ele deu um exemplo de um ntmero transcendental, o niimero agora chamado
de niimero liouviliano 0.1100010000000000000000010000..., onde existe um 1 no lugar n!

e 0 em qualquer outro lugar.

Seu trabalho sobre problemas de limites em Equacgoes Diferenciais é lembrado por
causa do que hoje é chamado de Teoria de Sturm-Liouville, usada na resolucao de equagoes
integrais. Esta teoria, que tem grande importancia na Fisica Matematica, foi desenvolvida
entre 1829 e 1837. Sturm e Liouville examinaram equacoes diferenciais lineares gerais de
segunda ordem geral e as propriedades de seus valores préprios, o comportamento das
fungoes proprias e a expansao em séries de fungoes arbitrarias em termos de fungoes

proprias.

Liouville contribuiu para a Geometria Diferencial estudando transformagdes con-
formes. Ele provou um teorema importante sobre a medida que preserva a propriedade
da dindmica hamiltoniana. O resultado é de fundamental importancia na Mecanica Esta-

tistica e na Teoria da Medida.

Na Teoria dos Ntumeros, Liouville escreveu cerca de 200 artigos, trabalhando sobre
a reciprocidade quadréatica e muitos outros tépicos. Ele escreveu mais de 400 trabalhos

no total. Liouville morreu em 8 de setembro de 1882 em Paris na Franca.

A.2 Vitali Dmitrievich Shafranov

Vitali Dmitrievich Shafranov - Figura (32) - conhecido como Shafranov, foi um
dos fisicos mais proeminentes e notaveis de sua época. Tem grande reconhecimento na
Teoria do Confinamento, Equilibrio e Estabilidade do Plasma em Sistemas Magnéticos
Toroidais. Ele também é considerado um dos principais fundadores da Fisica Moderna de

Plasma e Fusao Magnética.

Ele foi reconhecido ainda muito cedo, pois aos 14 anos ja ajudava seu pai na
construcao de estradas, e por esse feito recebeu seu primeiro prémio do governo, isto
durante a Segunda Guerra Mundial, em 1943. Depois se formou na faculdade de Fisica
pela Universidade Estadual de Moscou em 1951, iniciando sua carreira cientifica na LIPAN

(parte do futuro Instituto Kurchatov), no departamento académico Mikhail Leontovich.

Sua primeira publicagao foi em co-autoria de Leontovich em 1952, e versava sobre
a estabilidade do fio flexivel na presenca de campo magnético. Este langou a base para os

estudos posteriores sobre estabilidade de plasma de corrente em um campo magnético.

A equacao tema deste trabalho tem seu nome para homenagear Shafranov por
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Figura 32 — Vitali Dmitrievich Shafranov.

Fonte: <https://www.iter.org/of-interest/317>

suas enormes contribui¢oes na Fisica do Plasma. Equacao esta muito interessante, pois a
depender das condicoes de contorno garante existéncia de varias solu¢oes nao triviais, e
vem atraindo desde entao a atenc¢ao de varios matematicos. Esta equacao foi aplicada com
sucesso na Astrofisica, Hidrodinamica, Meteorologia, Radiofisica, entre outras. Devido a
importancia desta equacao, ela foi incluida no que é denominadas pelos fisicos como: “A

biblia da teoria Fisica’.

Quero destacar que ele foi membro da Academia de Ciéncias da URSS de 1981 até
1997, se tornando membro posteriormente da Academia Russa de Ciéncias. Este publicou
mais de 200 artigos em revistas qualificadas. Também foi chefe do Departamento de
Teoria do Plasma do Instituto Kurchatov, e além disso ainda era editor chefe das revistas
Plasma Physics Reports e Review of Plasma Physics, por 20 e 25 anos, respectivamente.
Ele ganhou varios prémios russos e estrangeiros, como por exemplo, Prémio do Estado
Soviético (1971) e Lenin (1984). Em 2001 se tornou o primeiro fisico russo a receber o
Prémio Alfvéns e a medalha de Ouro da Sociedade Europeia de Fisica, além de varios

reconhecimentos mundiais por suas pesquisas.

Shafranov ¢ um homem muito modesto, facil e agradavel de se comunicar. A pro-
fundidade de seus pensamentos aliada a precisao de suas estimativas faziam qualquer
um pensar. Sempre de julgamentos sébrios, o que sempre foi muito apreciado por seus
colegas, também era conhecido por seu talento na forma poética de escrever seus en-
saios. Ele faleceu em 2014 na cidade de Moscou. Toda esta biografia foi retirada do artigo
SHAFRANOV (2009).
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Esta parte é usada como material de apoio nos calculos necessarios para se en-

contrar novas solugoes para equagao (GS). Vamos definir e enunciar alguns resultados

relevantes.

Definicao B.0.1 Define-se uma funcao exponencial de um nimero complero z = x + 1y,

como: €* = "W = ¢e% . e = e - [cos(y) + isen(y)]. Para quaisquer que sejam os nimeros

complexos z e w, valem as sequintes propriedades:

4. e #0;

5. |ez| — eRe(z).

)

0. ¢ =14 z=2Fki, ondek € Z.

Definicao B.0.2 As fungoes hiperbolicas, seno, cosseno, tangente, cossecante, secante e

cotangente serao definidas respectivamente, por:

~

. cosh(z) = <€Z+Te_),

2. senh(z) = (ez’;fz);

3. tanh(z) = (Z:Z:),

4. csch(z) = Sen}ll(z) =2
9. sech(z) = Cosil(z) - ez-&-Qe*Z’
cosh(z
0. COth(Z) = senhgzg = tanlh(z) T ez

Demonstraremos um resultado central para encontrar as singularidades via método

de Génot. Segue o enunciado:
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Teorema B.0.1 Seja D C C um conjunto aberto e ( : D — C um campo escalar de

classe C*. Entdo para qualquer ponto (X, Z) € D,

02 0?

402

oxz T az2 T acoc

Demonstracao B.0.1 Primeiramente, vamos escrever as fungoes e (* em fungdo de

X e Z na forma:
(=X+1iZ,

=X —iZ

Note que:

(+¢ X+iZ+X—iZ  2X

2 2

(—¢ X+ Zi—(X—iZ) X-X+iZ+iZ 2iZ

= X,
2

=Z.

21 21

Logo, encontramos X e Z em funcao de (:

x — (C*+<
2

7 _ (C—}C*
21

21 21

)
).

Usando a Regra da Cadeia, vamos derivar com respeito a :

o 0 [0X
a—c—a—x(a—c)+

_ 0 (1N, 0
9x \ 2 07

0

07

Analogamente vamos derivar com respeito a (*:

o 9 (ax)
o¢ ~ ax\ac) "

az

_ 0 (1), 0
o 9Xx \2 YA

Agora vamos fazer (B.1)+(B.2) e (B.1)-(B.2), conforme segue:

o 9 0 (2 o 0\. 0
ac o 0_2(27)‘:)(6_4‘60)“0_2'

<1<;£ )’ -

2 ) '

(&)

() &2
(B.3)
(B.4)
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FElevando ao quadrado (B.3) e (B.4), temos:

ik o 9\’ AW i d\?
0X? (a_<+a<*) B (a_c) oo T (ac*> | B9
P a0 oV _ [(oy , @ (oY
oYz ac o) ¢ 9CoC* ¢ ’
AW i d\?
- (&) 200 () B0
Por fim, somando (B.5) e (B.6) temos, como queriamos demonstrar, que:
2 o 0?2
oxz a7z = Yacac (B1)

Em seguida veremos alguns resultados importantes que foram usados neste texto.
Alguns serdo demonstrados s6 para efeitos didaticos e outros nao, por serem analogos ou

faceis de encontrar.

Definigao B.0.3 [¢'(¢)| = v/9(¢) - 9(¢¥).

Propriedade B.0.1 cosh® (bX) —senh® (bX) = 1

Demonstragao B.0.2 FEsse resultado é andlogo a identidade trigonométrica fundamental
cos? (X) + sen?(X) = 1. Como estamos tratando do caso hiperbdlico, nosso ambiente de
trabalho nao € a circunferéncia, e sim a hipérbole, caracterizada por sua equagdo padrdo
22 —y? = 1. Fica fdcil entender o sinal negativo. Mas a demonstracio direta é muito
simples, e vale a pena conferir. Vamos comegar escrevendo as fungoes nas suas formas

ETPONENCLALS:

(bX) | (=bX)\ 2 (bX) 4 (—bX)\ 2
cosh? (bX) — senh? (bX) = (%) — (%) . (B.8)

Ao tomar a diferenca dos quadrados das fungoes cosh e senh, obtemos:

(26X) | o(~2bX) |9 (26X) | o(~2bX) _ 9
cosh? (bX) — senh? (bX) = < i 64 +2 L i 64 ] (B.9)

Portanto, como queriamos demonstrar:

cosh? (bX) — senh? (bX) = 1, (B.10)

Propriedade B.0.2 |senh (ib¢)|?> = cosh® (bZ) — cos? (bX).
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Demonstracao B.0.3 Vamos demonstrar este resultado e as outras duas propriedades

descritas na sequéncia sao demonstradas de forma andloga. Vamos comegar escrevendo

| senh (ib¢)[? = '(#)

Sabendo que ( = X +1iZ, temos:
ibX | ,—bZ _ ,—ibX . bZ
| senh (ib¢)[2 = ‘(e ¢ > c_ )

Passando novamente a forma trigonométrica e fazendo algumas manipulagoes, te-

na forma exponencial:
2

2

mos:

e~%Z[cos (bX) + isen (bX)] — eZ[cos (bX) — isen (bX)]|?

2

— ‘ (ﬂ) [cos (bX)] — i (g) [sen (b.X)]

|senh (ib0)|* =

2 (B.11)

Agora, usando a defini¢io (B.0.2) na equagao (B.11), encontramos:

| senh (ib¢)|* = | — senh (bZ) cos (bX) — i cosh (bZ) sen (bX)|?. (B.12)

Em sequida usaremos a definigio (B.0.3) na equagdio (B.12):

| senh (ib¢)|* = senh? (bZ) cos? (bX) + cosh® (bZ) sen® (bX). (B.13)

Por fim, usando a propriedade (B.0.1) na equagio (B.13), temos:

|senh (ib¢)[* = senh?® (bZ)cos? (bX) + cosh? (bZ) sen? (bX),
— (cosh® (bZ) — 1) cos® (bX) + cosh? (bZ) sen? (bX),
= cosh? (bZ) cos® (bX) — cos? (bX) + cosh® (bZ) sen? (bX),
= [cos® (bX) + sen” (bX)] cosh? (bZ) — cos® (bX). (B.14)

Portanto, como cos® (bX) + sen® (bX) = 1 na equagio (B.14) finalmente temos:

| senh (ib¢)|? = cosh? (bZ) — cos? (bX),
Propriedade B.0.3 |senh (b¢)|? = cosh® (bX) — cos? (bZ).
Demonstracao B.0.4 Andloga a demonstra¢io (B.0.3).

Propriedade B.0.4 |cosh (b()|> = cosh® (bX) — sen? (bZ).
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Demonstracao B.0.5 Andloga d demonstracao (B.0.3).
Propriedade B.0.5 |cosh (ib¢)|? = cosh® (bZ) — sen? (bX)

Demonstracao B.0.6 Andloga d demonstragio (B.0.3).
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APENDICE C - Cédigos em Python

Usamos a linguagem de programagao Python para fazer o trabalho computacional
desta monografia, e consideramos a linguagem criada pelo holandés Guido Van Rossum em
1991, uma linguagem muito versatil, com énfase na legibilidade do cédigo, possibilitando

assim melhorar muito a estrutura dos programas.

Usamos o codigo Python essencialmente para implementacao dos graficos desta
monografia e para fazer alguns testes de solucao também. Deixamos aqui um dos codigos
de um dos graficos, a saber, o grafico de Faddev. O intuito é mostrar as bibliotecas e tipo

de rotinas que pode-se usar para se obter um grafico semelhante.

import numpy as np
import math
from matplotlib import rc
from pylab import *
import matplotlib as mpl
mpl.rcParams[’axes.linewidth’] = 2
import matplotlib.ticker as ticker
def fmt(x, pos):
a, b = ’{:.1e}’.format(x).split(’e”’)
b = int(b)
return r’${} \times 10" {{{}}}$’.format(a, b)

X=linspace(-11,11,2000)
Y=1linspace (-5,5,2000)
X,Y=meshgrid (X, Y)
b=0.5

" F=0.5
 BO=4.915%10%*(-8)

L=10**5
mO=4*math.pi*10**(-7)

def G(x,y):
Psi=np.log(F#*np.cos (b*x)+np.sqrt (1+F**2) *np.cosh(bxy))
return (Psi)

Psi = G(X,Y)

def E(x,y):
Bx=BO*(((b*np.sqrt (F**2+1) *np.sinh(b*xy))/(np.sqrt (F**2+1) *np.cosh (bx*
y)+F*np.cos(b*x))))
By=-BO* (- ((b*Fxnp.sin(b*x))/(np.sqrt (F**2+1) *np.cosh(b*y)+F*np.cos (b
*x))))
Jz=BO*np.exp (-2*G(x,y))/(L*m0)

Jzmax=np.max (Jz)
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32 return (Bx,By,Jz/Jzmax)

35 Ex,Ey,Jz = E(X,Y)
37 streamplot(X, Y, Ex, Ey, density=[1.7, 1.7,],color="w’)

39 axes = plt.gca()

40 axes.tick_params (axis=’both’,labelsize=20,width=2,length=5)
41 axes.axhline(0 ,linestyle=’--’, color=’white’)

42 plt.xlabel (’X’,fontsize=20)

13 plt.ylabel(’Z’,fontsize=20)

15 plt.contourf (X,Y,Jz,50, cmap=’jet’)

46 cb = plt.colorbar ()

47 cb.set_label (’Jz (A/m~2)’,fontsize=20)
18 plt.show ()

Listing C.1 — Gréfico da solu¢ao de Faddev em Python
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APENDICE D - Metodologia Para Excluir Singularidades das Novas Solucdes de
GS

Figura 33 — Resultados para a solugao 1. Os pontos singulares magnéticos sao marcados
em vermelho. O painel a) mostra um perfil de linhas de for¢a do campo
magnético B,. = B,i 4+ B.) dada pela equacdo (4.14). O painel b) mostra o
limite em torno de cada ponto singular a partir do qual v4/v,, < 1,004987562
(ou seja, fora do limite). Os dois ultimos painéis mostram as regides em que
1,004987562 < va/vy, < v/2 (cor cinza) e vy > ¢ (cor azul) ao redor dos
pontos singulares (—m,0) no painel ¢ e (7, 0) no painel d.

(b)
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_0'4—3.5 -34 -33 -32 -31 -3.0 -2.9 -28 77 28 29 30 31 32 33 34 35

X X

Fonte: o autor.
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Figura 34 — Resultados para a solugdo 2. Os pontos singulares magnéticos sao marcados
em vermelho. O painel a) mostra um perfil de linhas de for¢ca do campo
magnético B,. = Byi + B.j dada pela equacio (4.29). O painel b) mostra o
limite em torno de cada ponto singular a partir do qual v4 /v, < 1,004987562
(ou seja, fora do limite). Os dois ultimos painéis mostram as regides em que
1,004987562 < va /vy, < V2 (cor cinza) e va > ¢ (cor azul) ao redor dos
pontos singulares (0,0) no painel ¢, (27,0) no painel d e (=27, 0) no painel

(b)

1.000

0.875
4

T

|

|

0.750 |

|

0.625 |

|

0500 2
0375

0.250

0.125 _4

0.000

(d)

-65 -64 -63 -62 -61 -6.0

Fonte: o autor.
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Figura 35 — Resultados para a solugao 5. Os pontos singulares magnéticos sao marcados
em vermelho. O painel a) mostra um perfil de linhas de for¢a do campo
magnético B,. = B+ B,j dada pela equacao (4.102). O painel b) mostra o
limite em torno de cada ponto singular a partir do qual v4/v,, < 1,004987562
(ou seja, fora do limite). Os dois ultimos painéis mostram as regides em que
1,004987562 < va/vy, < /2 (cor cinza) e vy > ¢ (cor azul) ao redor dos
pontos singulares (—+/11,0) no painel ¢, (v/11, 0) no painel d e (0, 0) no
painel e.

-9 -0.5 0.0 0.5 1.0

Fonte: o autor.






171

APENDICE E - Producao Cientifica

A pesquisa precisa ser publicada e divulgada de forma a atingir seu objetivo na
comunidade académica. Sendo assim, essa tese rendeu algumas apresentacoes de trabalho
em congressos e simposios, além de publicacbes em revistas nacionais e internacionais.
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e (2019) VII Simfast - Simposio de Fisica e Astronomia do Vale do Paraiba
15 a 19 de maio de 2019 - Sao José dos Campos - SP

Titulo: Revisao do Método de Génot para Localizar as Singularidades nas

Solugoes Analiticas da Equacao Bidimensional de Grad-Shafranov.

Autores: SANTOS, L. N; OLIVEIRA, M. F. C.

e (2019) VII Simfast - Simposio de Fisica e Astronomia do Vale do Paraiba
15 a 19 de maio de 2019 - Sao José dos Campos - SP

Titulo: Revisao para se Obter uma Forma Especifica da Equacao de Grad-

Shafranov.
Autores: OLIVEIRA, M. F. C; SANTOS, L. N.
e (2020) I ERMAC - Encontro Regional de Matematica Aplicada e Computacional -
MS,
14 a 18 de setembro de 2020 - Aquidauana - MS

Titulo: Uma Nova Forma de Encontrar a Solugao de Harris para Equagao
Especifica de Grad-Shafranov (GS).

Autores: SANTOS, L. N; Ojeda A, G.

e (2021) VIII SBGEA e VIII SimFAST - Simpésio Brasileiro de Geofisica Espacial e
Aeronomia
22 a 26 de marco de 2021 - Sao José dos Campos - SP

Titulo: Equacao especifica de Grad-Shafranov: uma nova solugao obtida

dos modelos de Yoon-Lui-2 e Yoon-Lui-3.

Autores: SANTOS, L. N; Ojeda A, G; OLIVEIRA, M. F. C.

e (2020) Artigo publicado (Preprint) na journal of Geophysical Research

Titulo: Grad-Shafranov equation: MHD simulation of the new solution

obtained from the Fadeev and Naval models.

Autores: Ojeda A, G; SANTOS, L. N; Gonzalez-Aviles. J. J; GUTBERLET, P. R.
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e (2020) Artigo publicado na Revista Brasileira de Ensino de Fisica Vol. 42

Titulo: Uma Revisao da Teoria Cinética em Fisica de Plasma para se

Obter uma Forma Simplificada da Equacao de Grad-Shafranov.
Autores: M; Cristaldo-Oliveira; A. Ojeda-Gonzalez; L. N. Santos; A. Prestes; A. N.
Laurindo Sousa.

e (2021) Artigo publicado na Revista Brasileira de Ensino de Fisica Vol. 43

Titulo: Modos de ondas magnetohidrodinamicas influenciados por la cor-

riente de desplazamiento.

Autores: A. Ojeda-Gonzalez; J. J. Gonzalez-Avilés; V. De La Luz; L. N. Santos.
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