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RESUMO

Este trabalho ¢ um estudo de uma pesquisa detalhada abrangendo a area da Fisica Espa-
cial. No qual serd elaborada visando uma construcao sistematica satisfazendo as teorias
aplicadas nas areas de Fisica de Plasma, FEletromagnetismo e a Teoria Magnetohidrodi-
ndmica (MHD). Esta construcao terd como caracteristica abordar e explicar a construgao
fisica-matematica para a obtencao de uma forma especifica da equagao de Grad-Shafranov,
que é uma equacao diferencial importante para se fazer estudos de fendémenos fisicos no
plasma geoespacial. As solugoes desta equacao podem ser obtidas a partir da formula de
Walker de 1915. Estas solugoes sao analiticas e fornecem informagdes para possiveis mor-
fologias geométricas que um campo magnético possa assumir em determinadas situacoes
fisicas que gerem laminas de corrente bidimensionais. Varios trabalhos como o de Harris
(1962), Fadeev (1965), Kan (1963), Manankova (2003), dentre outros, sugeriram varios
tipos destas solugoes. Elas, em sua grande maioria, sao abordadas, revistas, discutidas e
melhoradas no sentido de melhor compreensao das propostas que elas trazem. Essas me-
lhoras sao apresentadas em graficos e discussoes, visando propor argumentos claros que
possibilitarao melhores interpretacoes dos modelos analiticos que sao decorrentes de varias
publicacoes nesta area. Algumas caracteristicas geométricas que essas solucbes apresen-
tam como os pontos neutros X, O e ponto singular S foram discutidas para salientar a
importancia de detectar e apresentar esses pontos que podem trazer interpretacoes dos
fenomenos fisicos relativos a morfologia do campo magnético. Na sequencia, é apresen-
tada e sugerida uma nova solugao analitica, que possui uma lamina de corrente em forma

cilindrica e com caracteristicas de fractais.

Palavras-chaves: Equacao de Grad-Shafranov. Laminas de Corrente. Teoria Cinética de

Plasmas. Férmula de Walker. Solugdes Analiticas



ANALYTICAL MODELS OF A SPECIFIC FORM OF THE GRAD-SHAFRANOV
EQUATION APPLIED TO SPATIAL PLASMAS

ABSTRACT

This work is a study of a detailed research covering the area of Space Physics. In which
a systematic construction will be elaborated satisfying the theories applied in the ar-
eas of Plasma Physics, Electromagnetism and the Magnetohydrodynamic Theory (MHD).
This research will have the characteristic of approaching and explaining the physical-
mathematical construction to obtain a specific form of the Grad-Shafranov equation, which
is an important differential equation for making studies of physical resources in geospa-
tial plasma. The solutions in this equation can be corrected from the 1915 Walker’s
formula. These solutions are analytical and provide information for possible geometric
morphologies that a magnetic field can assume in certain physical situations that gener-
ate two-dimensional current sheets. Several works, such as Harris (1962), Fadeev (1965),
Kan (1963), Manankova (2003), among others, have suggested various types of these
solutions. Most of them are approached, reviewed, discussed and improved in order to
understand the proposals they bring. These improvements are presented in graphs aiming
to propose clear arguments that will allow better interpretations of the analytical models
that are derived from several publications in this area. Some geometric characteristics that
these solutions present, such as the null points X, O and singular point S, are discussed to
highlight the importance of detecting and presenting these points that can bring interpre-
tations of the physical phenomena related to the morphology of the magnetic field. In the
sequence, a new analytical solution is presented and suggested, which has a cylindrical

current sheet with fractal characteristics.

Keywords: Grad-Shafranov Equation. Current sheets. Kinetic theory of plasmas. Walker

Formula. Analytical Solutions



Figura 1 —

Figura 2 —

Figura 3 —

Figura 4 —

Figura 5 —

Figura 6 —

LISTA DE ILUSTRACOES

O painel da esquerda mostra uma lamina de corrente entre duas regioes
de campo magnético orientados antiparalelamente. O painel da direita

apresenta uma lamina de corrente entre um campo magnético e uma

regiao livre de campo. . . . . ..o

Representacao do espaco de fase num plano bidimensional com eixos
formados por 7 e U. A representacdo permite visualizar um elemento

de volume d3rd3v importante para definir uma funcao de distribuicao

das particulas no interior do plasma. . . . . . . . ... ... ... ...

Configuragao do campo magnético juntamente com a densidade de cor-
rente normalizada em 2D no modelo de Fadeev. As linhas brancas re-
presentam a configuracao do campo magnético com o sentido das linhas
anti-paralelas. Note que no ponto (0,0) o valor do campo magnético
tende a 0, caracterizando assim o ponto X ou ponto neutro. Em torno
dele, é possivel ver os pontos O ou ilhas magnéticas caracterizadas pela
geometria eliptica do campo. A Densidade de corrente é caracterizada

pela barra, ficard cada vez mais intensa a medida que a cor fica verme-

LTha. . . . s

Configuragdo do campo magnético juntamente com a densidade de cor-

rente normalizada em 2D, no eixo Z ha um par de pontos singulares

em torno da origem do modelo de Kan com b=0,5. . . ... ... ..

Configuragdo do campo magnético consequente da solugao analitica do
modelo de Kan (1973). As linhas brancas representam as respectivas
linhas do campo magnético antiparalelas, ou seja, possuem sentidos
opostos. Isto é esbocado juntamente com a densidade de corrente nor-
malizada em 2D no respectivo modelo com b = 0,5. Note que o inter-
valo de plotagem do campo magnético é diferente da Figura 4, isto foi

feito para excluir a origem, pois em sua vinhanca se situam os pontos

singulares. . . . . . .. L

Configuragao do campo magnético consequente da solucao analitica do
modelo de Kan (1973). As linhas brancas representam as respectivas
linhas do campo magnético antiparalelas, ou seja, possuem sentidos
opostos. Isto é plotado juntamente com a densidade de corrente nor-
malizada em 2D no respectivo modelo com b = 5. Note que o morfologia
das linhas de campo magnético é diferente da Figura 5, ou seja, as li-

nhas de campo ficam mais alongadas por causa do valor do parametro



Figura 7 — Esbog¢o do campo magnético juntamente com a densidade de corrente

da solucao de Manankova para a = 0,0 = 2 ¢ f, = 0,1 no intervalo

0< X <8 e 45
Figura 8 — Esboc¢o do campo magnético juntamente com a densidade de corrente

da solucao de Manankova para a = 0,b = 2 e f, = 0,5. Dois pontos

neutros e uma ilha magnética sao esbogados pela solucao no intervalo

0< X <8 . 45
Figura 9 — Esboc¢o do campo magnético juntamente com a densidade de corrente

da solucao de Manankova para a = 2,0 = 2 ¢ f, = 0,1 no intervalo

0< X <8 . 46
Figura 10 — Modelo de Kan na solucao de H-F-K-M dado por (3.24), no caso f, =0

(ndo hé ilha magnética), a = 0 (singularidade localizada na origem),

Figura 11 — Esbog¢o do campo magnético e da densidade de corrente da solugao de

H-F-K-M para os valores (f, = 0,a = 0,b = 2) mas com k = 0, 1.

As linhas de campo se tornam mais alongadas em comparacdo com a

Figura 10. . . . . . . . oo 48
Figura 12 — Campo magnético e a densidade de corrente da solucao 3 de Laurindo-

Sousa para b = 0,5 com By = 49,15 x 107° (T), L = 10° m, e pug =

4 x 1077 (T A/m). . .. 49
Figura 13 — Campo magnético e densidade de corrente normalizada do modelo de

Brittnacher e Whipple (2002). O parametro « determina as coordena-

das da localizacao das duas correntes paralelas, nesta caso a = 2, assim

a densidade de corrente se eleva ao maximo em X = +2. Foi plotado

para este caso o valor § = 0,5, a curvatura das ilhas magnéticas tem

contorno aproximadamente semelhante a uma circunferéncia. . . . . . . 50
Figura 14 — Campo magnético e densidade de corrente normalizada do modelo de

Brittnacher e Whipple (2002). Esta figura é similar a 13, mas neste

caso o grafico estd apresentado para S =5.. . . . . ... ... ... 51
Figura 15 — Configuragdo do campo magnético e a densidade de corrente normali-

zada do modelo sugerido por Yoon-Lui-1. E uma distribuicao de cor-

rente cilindrica de comprimento infinito em duas dimensoes para v = 1,

By =49,15x 107 (T), L=10°m, e pp = 47 x 1077 (T A/m). . ... 53
Figura 16 — Grafico do campo magnético no modelo alternativo de linha-X de Yonn-

Lui-2. Foi plotado para a = 3. No dominio de visualizacao da solucao

observam-se duas ilhas magnéticas acima do eixo das abscisas com um

ponto neutro X na origem. No eixo Z observam-se duas singularidades

magnéticas. . . . . ... Lo 54



Figura 17 —

Figura 18 —

Figura 19 —

Figura 20 —

Figura 21 —

Grafico do campo magnético no modelo alternativo de linha-X de Yonn-
Lui-2. Foi plotado para a = 6. Note que os pontos singulares localizados

no eixo Z, foram afastados do intervalo de plotagem quando comparado

com a Figura 16. . . . . . . . . ...

Configuragdo do campo magnético e a densidade de corrente normali-
zada do modelo de Yoon-Lui-3 com escolha de a = 0,7 By = 49,15 X

1072 (T), L=10"m, e o =47 x 1077 (T A/m). . . . ... ... ...

Configuragao do campo magnético e a densidade de corrente normali-

zada do modelo de Yoon-Lui-3, com escolha de a =0,1. . .. ... ..

Graficos da solugao proposta para valores negativos do parametro a
como segue: (a) a = —0,05; (b) a = —0,5; (¢)a=—1,0e(d) a = —2,5.
Cada painel mostra o grafico de contorno do campo magnético com sua
respetiva orientacao no plano X Z, superposto com o médulo de J,. Em
todos os painéis existe um ponto singular na origem do sistema de co-
ordenadas. Duas ilhas magnéticas acima do eixo das ordenadas e dois
pontos neutros X no eixo das abcissas aparecem nos painéis (a) e (b).
Em relagao aos painéis (a) e (b), em (d) as ilhas e os pontos X mudam
de eixo. No painel (c) existe uma corrente anelar uniformemente estru-

turada ao redor da origem, ou seja, uma lamina de corrente circular

com geometria cilindrica ao longo doeixo Y. . . .. ... ... ...

Graficos da solucao proposta para o valor nulo e valores positivos do
parametro a como segue: (a) a = 0; (b) a = 0,05; (¢c) a = 0,5 e d)
a = 2,5. Cada painel mostra o grafico de contorno do campo mag-
nético com sua respectiva orientagdo no plano X7, superposto com o
modulo de J,. Em todos os painéis existe um ponto singular na origem
do sistema de coordenadas. Duas ilhas magnéticas acima do eixo das
abcissas e dois pontos neutros X no eixo das ordenadas aparecem nos
painéis (a), (b) e (c). No painel (a) existe uma corrente anelar uni-

formemente estruturado ao redor da origem, ou seja, uma lamina de

corrente circular com geometria cilindrica ao longo do eixo Y. . . . . .



IMF

FTEs

MMS

MHD

GS

EDP

PVI

LISTA DE ABREVIATURAS E SIGLAS

- Interplanetary Magnetic Field
- Flux Transfer Events

- Magnetospheric Multiscale

- Magnetohidrodinamica

- Grad-Shafranov

- Equacao Diferencial Parcial

- Problema de Valor Inicial



<~ = om

o

Ho

o) glu Sy =y

511

Sy

LISTA DE SIMBOLOS

- Carga elétrica

- Vetor Campo magnético

- Vetor Campo elétrico

- Densidade de corrente

- Potencial vetor magnético

- Permeabilidade magnética do espago livre
- Temperatura

- Laplaciano

- Velocidade de deriva

- Componente-z do potencial vetor magnético
- Densidade de particulas

- Fungao de distribuigao

- Vetor posicao

- Vetor velocidade

- Diferencial total

- Densidade de carga

- Vetor forca

- Impulso de uma forga

- Momento de uma particula

- Resitividade Elétrica



1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6

2.1
2.2
2.3
2.4
2.5
2.6
2.7
2.8
2.9

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.6
3.7
3.8
3.9

4.1
4.2

SUMARIO

INTRODUCAO . . . .. ittt e e e e e e e e e e 14
Motivacao . . . . . . . .. 14
Importanciada Pesquisa. . . . . . . ... ... ... ... ... ... 15
Enunciado do Problema . . . . . . . . .. ... 16
Objetivo Geral . . . . . . . . . ... 19
Objetivos Especificos . . . . . . . . .. .. .. ... ... ... ..., 19
Estrutura do Trabalho . . . . . . . . . . . ... ... ... ... .. 19

SOLUCAO ANALITICA DA EQUACAO DE GRAD-SHAFRANOV . 21

Espaco de fase e funcao de distribuicao . . . . . . . . ... ... 22
Grandezas macroscopicas do plasma . . . . . . . . .. ... ... ... 24
Equacao de Boltzmann . . . . . . . .. ... 25
Equacaode Vlasov . . . . . . . . ..o 28
Potencial Vetor Magnético nas Equacées de Maxwell . . . . . . .. 28
Forma Analitica da Funcao de Distribuicao . . . . . . . . . .. .. .. 30
Obtencao de uma forma Especifica da Equacadode GS . . . . . . . . 33
Solucdo Analitica . . . . . . . .. ... 35
Singularidades na Solucao Analitica . . . . . . ... ... ... ... .. 36
REVISAO DE MODELOS ANALITICOS . .............. 37
Modelo de Fadeev . . . . . . . . . . ... 38
Modelode Kan . . . . . . . . . . . . ... ... 40
Modelo de Manankova . . . . . . . .. ... .00 44
Modelo de H-F-K-M . . . . . . . . . .. ... ... . 46
Modelo de Laurindo-Sousa . . . . . . .. ... ... ... ... ... 48
Modelode B-W . . . . . . . .. 49
Modelo de Yoon-Lui-1 . . . . . . . ... ... 52
Modelo de Yoon-Lui-2 . . . . . ... ... 53
Modelo de Yoon-Lui-3 . . . . . .. ... 55
RESULTADOS EDISCUSSAO . . . .. . .t it it e it e en 58
Solucdao Proposta . . . . . . . . ... 58
Geometriada Solucdao . . . . . . .. ... 60
CONCLUSOES . . . . . . . e e e e 64

REFERENCIAS . . . . . . . e e e e e et s s 66



14

1 INTRODUCAO

Uma lamina de corrente é basicamente uma concentracao fina e alongada de cor-
rente em uma regiao entre dois campos magnéticos antiparalelos. Ela esta relacionada a
uma descontinuidade tangencial em um limite nao propagante entre dois plasmas, ou seja,
numa linha—X quando o sistema ¢é for¢ado, por exemplo, em uma evolugao magnetohi-

drodinamica ideal (MHD) (PARNELL, 2000).

Harris (1962) prop6s uma solu¢ao unidimensional para um plasma em equilibrio
magnetostatico caraterizado pelo sistema de equagoes de Viasov-Mazwell. A solugao de
Harris é frequentemente usada como um modelo padrao de lamina de corrente para estu-
dar outros modelos de laminas embutidos em um campo magnético em larga escala. Essa
solugao funcionou como base para criar outras solugdes como, por exemplo, Fadeev, Kan,
Manankova, entre outras, que tém em comum que, sob algumas considera¢des matema-
ticas, a solucao de Harris pode ser recuperada. As solu¢oes acima mencionadas foram
propostas nos trabalhos de Fadeev, Kvabtskhava e Komarov (1965), Kan (1973), Manan-
kova e Pudovkin (1996), Manankova e Pudovkin (1999), Manankova, Pudovkin e Runov
(2000), Manankova (2003), Laurindo-Sousa et al. (2018). Uma outra solugao conhecida
como Harris—Fadeev—Kan—Manankova (H-F-K-M) foi proposta por Yoon e Lui (2005).
Além disso, existe outro modelo totalmente diferente quando comparado com a solugao
Harris, conhecido como modelo de Brittnacher— Whipple (BRITTNACHER; WHIPPLE,
2002), também discutido na segao 3.6 do artigo de Yoon e Lui (2005). Outros trés modelos,
diferentes aos da familia Harris e ao modelo de Brittnacher— Whipple, foram apresentados
nas segoes 3.7, 3.8 e 3.9 no trabalho de Yoon e Lui (2005).

Nesta dissertagao, estudaremos modelos bidimensionais de ldminas de corrente
que estao em equilibrio cinético (ver Figura 1), ou seja, elas nao evoluem espacial e nem
temporalmente. Nesse estado estatico, sera possivel estudar a morfologia do campo mag-
nético, os pontos neutros e pontos singulares e o comportamento de outras magnitudes do

plasma.

1.1 MOTIVACAO

Neste trabalho, ¢ feita uma revisao de vérias solugoes analiticas da forma especifica
da equagao de Grad-Shafranov(GS). As solugoes apresentadas utilizam a solugdo genérica
proposta por Walker (1915). Estamos motivados a utilizar esse grupo de solugoes para
estudar a coexisténcia entre os pontos neutros e os pontos singulares e, assim, discutir
como eles influenciam na distribuicao de corrente no interior do plasma. O entendimento

fisico destas solucoes serd um fato motivador para tentar propor uma nova solugao a partir
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Figura 1 — O painel da esquerda mostra uma lamina de corrente entre duas regides de
campo magnético orientados antiparalelamente. O painel da direita apresenta
uma lamina de corrente entre um campo magnético e uma regiao livre de
campo.

Fonte: The coment program.

da utilizacao da férmula de Walker.

1.2 IMPORTANCIA DA PESQUISA

No interior da magnetosfera da Terra, existem varios sistemas de corrente que fluem
através da magnetopausa sendo que algumas dessas correntes chegam até a ionosfera de
altas latitudes (GONZALEZ et al., 1994). Como exemplo, podem-se citar as correntes da
magnetocauda, de Chapman-Ferraro, alinhada ao campo, de Hall e Pedersen. Além disso,
temos a corrente de anel, e a lamina neutra de corrente (KELLEY; HEELIS, 1989). A
formacao dessas correntes esta relacionada com o movimento de elétrons e protons através
das linhas de campo magnético da magnetosfera. Esses sistemas de corrente foram ampla-
mente estudados durante os tltimos 50 anos (DUNGEY, 1961; SONNERUP; CAHILL,
1967; SONNERUP; GUO, 1996; COWLEY, 1996) e este trabalho nao objetiva estuda-los.
Este cenario oportuniza estudar diferentes configuragoes do campo que gerem laminas de
corrente bidimensionais. Essas laminas de corrente podem ser encontradas no interior da
magnetosfera nas regides onde acontece reconexao magnética (reconexao diurna, noturna
ou nos eventos de transferéncia de fluxo (do inglés, fluz transfer events) (FERREIRA et
al., 2017).

O exemplo béasico para entender o conceito de lamina de corrente é a uniao de um
numero n de fios paralelos com corrente elétrica ¢ fluindo no mesmo sentido. O plano é
a configuracao geométrica ideal de uma lamina de corrente, mas ela também pode girar
e retorcer gerando uma superficie curva. Uma lamina infinita no plano cartesiano (z, y)
com corrente fluindo no sentido positivo do eixo x ird gerar um campo magnético paralelo
ao eixo y sendo E(O, Y,z) = —Byj sez>0e E(O, Y,z) = Byj se z < 0. Segundo a Lei de
Biot-Savart, o valor do campo magnético diminui quando o médulo de z aumenta. Se a

lamina de corrente nao é infinita ao longo do eixo y, o campo magnético ird contornar a
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lamina até se fechar. Por exemplo, com um tnico fio com corrente, cada linha de campo

magnético formara uma circunferéncia ao redor do fio.

No raciocinio anterior foi necessario ter uma corrente elétrica e fios para gerar
um campo magnético. Mas o oposto também é verdadeiro, ou seja, uma configuracao de
campo magnético pode gerar uma lamina de corrente. Porém, neste contexto o termo la-
mina de corrente é usado para se referir a uma configuracao espacial das linhas de campo
magnético que forca as particulas a fluirem em uma determinada direcao. Esta tltima
maneira de obter uma lamina de corrente tem mais aplicabilidade quando se trabalha
com plasmas espaciais (magnetosferas planetérias, atmosfera solar, vento solar) e de la-
boratério (tokamak). Um campo magnético externo pode afetar a neutralidade local do
plasma, gerando laminas de corrente, sendo essas regioes mais propensas a se reconecta-
rem (SCHOLER (1988) e (ou) gerar turbuléncia (PRIEST; FORBES, 1989; PRIEST;
FORBES, 1992; PRIEST; FORBES, 2000; PHAN et al., 2006; PHAN et al., 2018). Ou
seja, as laminas de corrente sao importantes porque podem estar relacionadas ao feno-
meno de reconexao magnética e/ou turbuléncia em plasmas espaciais, como, por exemplo
na atmosfera solar, o vento solar e a magnetosfera (JI; KULSRUD; YAMADA, 2005;
TREUMANN; BAUMJOHANN, 2013; ZWEIBEL; YAMADA, 2016; GONZALEZ et al.,
2016).

Num trabalho experimental publicado por Phan et al. (2018), os autores obser-
varam reconexao magnética sem acoplamento de fons na magnetobainha (magnetoshe-
ath em inglés). As observagoes foram obtidas com dados das quatro espagonaves MMS
(Magnetospheric Multiscale em inglés) que foram langadas em 2015. No referido trabalho,
propos-se a tese de que a reconexao magnética é consequéncia da formagao de uma lamina
de corrente na escala dos elétrons, o que somente é possivel em um plasma turbulento.
Os autores concluiram que era necessario aprofundar os estudos tedricos e observacionais
neste tipo de reconexao. Isto mostra a importancia que o presente trabalho tem no que

se refere ao estudo de modelos analiticos com as laminas de corrente.

1.3 ENUNCIADO DO PROBLEMA

Um tubo de fluxo magnético inclui um tnico conjunto de linhas de campo. A
superficie circundante é definida por um contorno fechado, perpendicular ao campo mag-
nético, que inclui estas linhas de campo. Tal como um elemento de fluido, um tubo de
fluxo magnético pode ser distorcido, mas nunca quebrado. Enquanto as linhas de campo
magnético mantiverem a "identidade", o tubo de fluxo continua a ser "congelado'no plasma
do ambiente, sendo impossivel separar o plasma do campo. Em outras palavras, um tubo

de fluxo permanece intacto enquanto:

a) O fluxo magnético fechado pelo contorno mantém-se constante, se o contorno se
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move com o plasma;

b) Todo o plasma que inicialmente se encontra ao longo de uma linha de campo, per-

manece ao longo dela.

As condigbes anteriores se resumem no teorema "frozen-field" (proposto por Alfvén (1942),
Alfvén (1943)) que 6 valido se V x (E + @ x B) = 0, no qual @ é a velocidade do plasma,

e E e B sao os campos elétrico e magnético respectivamente. O teorema "frozen-field"

geralmente é considerado valido se as seguintes condi¢oes forem satisfeitas:

a) a resistividade elétrica é muito pequena (n ~ 0) (condutividade (¢ = 1/n) quase
infinita como acontece no meio interplanetario);

—

b) a densidade de corrente (J) é pequena;

c) as escalas espacial L e temporal ¢ sao muito grandes.

Embora o teorema 'frozen-field" seja valido na maioria das regioes do plasma que estu-
damos, ele nao é verdadeiro nas laminas de corrente, que sao regides estreitas de grande
densidade de corrente. Porém, nessas laminas, a tendéncia é o aumento da resistividade
que, poderia levar as condigoes ideais para acontecer a reconexao magnética. Sendo este,
um dos fendomenos mais eficientes de intercambio de energia no interior do plasma em

pequena e larga escala (ZWEIBEL; YAMADA, 2016; GONZALEZ et al., 2016).

Na eletrodinamica através Lei de Ampere-Mazwell, esta bem estabelecido que uma

corrente elétrica num fio ou uma variagdo de campo elétrico (E) produz um campo mag-
nético (B):

- - OE
V x B= ,LL()J + /j/0€0§, (11)

sendo g a permeabilidade magnética do espago livre, €y a permissividade do espaco livre
e t tempo. A Lei de Faraday em certa forma é o oposto da Lei de Ampére-Maxwell, ou

seja, um campo magnético variavel induz um campo elétrico:

VxE=—". (1.2)

A Lei de Gauss estabelece uma férmula para calcular o fluxo de um campo vetorial através
de uma superficie fechada. As cargas elétricas se apresentam na natureza em dois tipos,
com sinais positivo e negativo, sendo que todo objeto carregado tem um valor quantizado
de carga em relacao a carga do elétron. Um campo elétrico E é estabelecido entre uma
carga +q e outra —q separadas no espaco, porém, a lei de Gauss estabelece a existéncia

de “monopolos” elétricos:

V-E=2°L, (1.3)
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sendo p a densidade de carga elétrica. No entanto, a natureza teve outra 'ideia'para
gerar o campo magnético, nao permitindo a separacao das "cargas magnéticas", sempre
aparecem juntas em forma de dipolo. Popularmente, na fisica, se diz que 'mao existem
monopolos magnético", o que leva a linha de campo magnético voltar a fonte em que
foi gerada, porém, o fluxo de um campo magnético gerado no interior de uma superficie

fechada sempre sera zero:
V-B=0. (1.4)

No eletromagnetismo, também ¢ importante a equacio de continuidade (V- J = —dp/dt)
e a forca de Lorentz (ﬁ = q(E + U X E)), no qual ¥ é a velocidade da particula de carga
q.

Neste trabalho, sao feitas duas consideragdes nas equagoes apresentadas com o
intuito de obter solugdes analiticas para estudar laminas de corrente. Considera-se que
nenhuma grandeza tem dependéncia temporal (0/0t = 0) nem variagdo espacial ao longo
do eixo cartesiano z (0/0z = 0). Matematicamente, V-V x A = 0, porém, segundo
a Equacdo (1.4), é possivel escrever o campo magnético em funcao do potencial vetor
magnético A pela relagao B =V x A'. Reescrevendo a Equacao (1.1), considerando nulas

as variacoes temporais:
V x (Vx A) = V2A -V (6 : A’f) = ol (1.5)
Supondo que o termo v (ﬁ LA ) = 0, conhecido como calibre de Coulomb (ver uma dis-

cussao sobre esse topico em Ojeda-Gonzélez, Prestes e Laurindo-Sousa (2016)), a Equagao

vetorial (1.5) é formada por um sistema de trés equagoes diferenciais das componentes:

VZA; = _MOJam
V2A, = —pody, (1.6)
VZA/Z = —luojz.

Trabalha-se com a componente-y, nao é mais necessario utilizar o Afy, de agora em diante
Al = Ay, com isso,

0? A, 82Ay
+
ox? 022

= _MOJy- (17)

E importante mencionar que a Equacéo (1.7) terd diferentes solugoes de acordo com
o modelo de J, escolhido. Uma dessas solucoes ¢ obtida a partir da teoria cinética de
plasma, utilizando as equagoes de Viasov-Mazwell (BITTENCOURT, 2004), num plasma
confinado por um campo magnético. O problema é simplificado para um caso magne-
tohidrodindmico (MHD) ideal com uma fung¢ao de distribuigdo de probabilidades como

mostrado no trabalho de Kan (1973), Kan (1979). A situagao anterior leva ao problema
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de estudar as solugoes analiticas para um melhor entendimento da morfologia do campo

magnético e das laminas de corrente nestes modelos.

1.4 OBJETIVO GERAL

Utilizar a solugao de Walker (WALKER, 1915) para revisar as solugoes analiticas
da Equacao de Grad-Shafranov, e, desta forma, estudar as laminas de corrente bidimen-
sionais. Analisar as carateristicas dos pontos neutros e dos pontos de singularidade nos

modelos analiticos. Propor uma nova solugao analitica.

1.5 OBJETIVOS ESPECIFICOS

1. Apresentar a formulacao tedrica na area de fisica de plasma necessaria para se obter
a lei de Ampére-Mazwell em fungdo do potencial vetor magnético e da densidade de

corrente.

2. Utilizar teoria cinética para se obter o sistema de equacgoes de Vlasov-Maxwell,
definir a expressao da fungdo de distribuicao e, finalmente, chegar até uma forma

especifica da equacao de GS.

3. Fazer uma revisao detalhada das solugoes analiticas obtidas a partir da férmula
proposta por Walker (1915).

4. Obter o campo magnético resultante de cada solucao analitica.
5. Analisar os pontos X, O e S de cada solucao.

6. Estudar detalhadamente a fisica na solu¢ao obtida a partir da fungao genérica g(¢) =

sec(ib() e seu respectivo campo magnético.

1.6 ESTRUTURA DO TRABALHO

O trabalho esta estruturado de forma a propor uma construcao explicita de toda
a teoria e argumentos que serao abordados que facilite ao leitor melhor compreensao
da seguinte forma: Capitulo 2 ¢ apresentada uma formulagao teérica na area de fisica

de plasma necessaria para obter a lei de Ampere-Maxwell em funcao do potencial vetor
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magnético e da densidade de corrente. Através de algumas consideragoes na teoria cinética
de plasma, se faz uma construgao fisica-matematica para se obter uma forma especifica da
equagao de Grad-Shafranov, sendo mostrado, na sequéncia, como se obter solucoes desta

equagao.

Capitulo 3 apresenta uma revisao detalhada e novas modificagoes e generalizacoes
de varios modelos analiticos decorrentes de solugoes obtidas pela formula de Walker. Toda
a discussao acerca desses modelos tiveram como base inimeras referéncias de trabalhos
publicados em artigos de consideraveis relevancias para toda a comunidade cientifica,
dentre essas referéncias estao as publicagoes de Fadeev, Kan, Manankova e Harris, sendo
esta ultima um modelo tomado como base para a construcao de outros tipos de modelos

bidimensionais.

Capitulo 4 apresenta uma nova solucdo para a equacao de Grad-Shafranov, que é
formulada a partir da formula de Walker, e esta solu¢ao decorreu da escolha de uma espe-
cifica fungdo geradora que atenda ou satisfaca algumas condi¢bes matematicas necessérias,

como a necessidade da func¢ao escolhida ou definida, ser analitica.

Por dltimo, no Capitulo 5, sdo apresentadas as conclusoes do trabalho.
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2 SOLUCAO ANALITICA DA EQUACAO DE GRAD-SHAFRANOV

O objetivo desde capitulo é apresentar uma formulagao tedrica na area de fisica
de plasma necessaria para obter a lei de Ampeére-Mazwell em funcao do potencial vetor
magnético e da densidade de corrente. A lei de Ampére-Mazwell transforma-se em duas
novas equagoes: ¢) na equagao de Grad-Shafranov (GS), quando a densidade de corrente
é definida em funcdo da primeira derivada do potencial vetor magnético e que nao tem
solucao analitica (KHRABROV; SONNERUP, 1998; HAU; SONNERUP, 1999; SONNE-
RUP et al., 2006); i) em uma forma especifica da equacao de GS, quando a densidade de
corrente se escreve em func¢ao do exponencial do potencial vetor magnético e que, neste
caso, tem solugao analitica (KAN, 1979; YOON; LUI, 2005; SONNERUP et al., 2006;
OJEDA-GONZALEZ et al., 2015; HU, 2017; OJEDA-GONZALEZ, 2018).

A equacao de GS, como apresentada no primeiro caso do paragrafo anterior, deriva-
se a partir de considerar um plasma como um fluido tnico, de alta condutividade, imerso
num campo magnético, sem colisdes e considerando que no interior do mesmo aconte-
cem fendmenos de baixa frequéncia que permitem uma aproximacao magnetostatica. A
condicao de equilibrio magnetostatico define-se a partir da utilizacao da segunda lei de
Newton em uma amostra de plasma estatico no qual as forcas gravitacional e magnética
e o gradiente de pressao encontram-se com aceleracao nula. A forca gravitacional é des-
considerada por ser muito pequena em relagdo as outras duas forgas. Porém, a equacao
de equilibrio magnetostatico, que dé inicio ao desenvolvimento fisico-matematico para

obtencao da equacao de GS, é a seguinte:
Vp = J x B, (2.1)

sendo que p define a pressao cinética do plasma, J a densidade de corrente e B representa
o vetor inducao magnética. Pode ser encontrado o desenvolvimento detalhado de todo o
formalismo mateméatico no trabalho de Sonnerup et al. (2006) e no apéndice de Ojeda-

Gonzalez et al. (2015). O resultado final leva até a expressao da equacao de GS:

O*A,  0%A, d B,?
= —pog—— — . 2.2
0z? - 02?2 ’uOdAy (p+ 2#0) (22)
A forma especifica da equacao de GS tem a seguinte expressao:
- = e (sz) 2
oxz oz ¢ (2:3)

no qual ¥(X,Z) define o potencial vetor magnético normalizado (STURROCK, 1994;
KHRABROV; SONNERUP, 1998; HAU; SONNERUP, 1999).
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2.1 ESPACO DE FASE E FUNCAO DE DISTRIBUICAO

Num sistema de coordenadas Cartesianas, a posi¢cao do centro de massa das par-

ticulas ¢é definida pelo vetor posicao:
7=z +yj] + 2k (2.4)

cujo elemento de volume é d®r = dxdydz. Também, define-se a velocidade linear do centro
de massa das particulas, a partir da primeira derivada em funcao do tempo da Equacao
(2.4), obtendo-se:

T = 0,0+ v,] + v,k (2.5)

cujo elemento de volume é d*v = dv,dv,dv,. O elemento de volume permite definir uma
funcao de distribuicao ou distribuicao de probabilidade, ou seja, a enumeracao das proba-
bilidades de todas as possiveis saidas de um determinado evento que aconteca no interior

do plasma.

O plasma possui um grande nimero de particulas com cargas elétricas positivas,
negativas e neutras, mas que macroscopicamente fica neutro. Para descrever as proprie-
dades de um nimero grande de particulas definem-se quantas delas existem por unidade
de volume num espaco de seis dimensoes chamado de espago de fase, cujo elemento de

volume representa-se por:

dr - dv = dxdydz dv,dv,dv, = d°r d*v. (2.6)

O elemento de volume permite definir uma funcao de distribuicao ou distribuicao
de probabilidade, ou seja, a enumeracao das probabilidades de todas as possiveis saidas

de um determinado evento que aconteca no interior do plasma.

E importante ressaltar que do ponto de vista fisico, para respeitar os critérios que
definem um plasma, o elemento de volume d*r deve ser: i) grande quando comparado
com o volume da esfera de Debye com raio A\p (comprimento de Debye) distancia estd em
que ocorre um equilibrio entre a energia térmica das particulas, que tende a perturbar a
neutralidade elétrica, e a energia potencial eletrostatica resultante de qualquer separacao
de carga, o que tende a restaurar a neutralidade elétrica; ) pequeno com relagdo a
dimensao macroscopica do sistema, definido com a letra L maitscula. Assim (Ap < r < L)
garante a neutralidade macroscopica do plasma e que no interior do elemento de volume

exista um numero significativo de particulas da espécie a.

Em conclusao, as seis coordenadas do espago de fase sao (x,y, 2, vy, vy, v;), € se-
guindo o livro de Bittencourt (2004), a forma mais ficil e diddtica de representa-lo é num

plano bidimensional como mostra a Figura 2.

Apobs a definicao do espaco de fase, precisa-se definir uma grandeza fisica que

possibilite representar todas as particulas presentes no interior do plasma. Para isso,



23

Figura 2 — Representacao do espaco de fase num plano bidimensional com eixos formados
por 7 e U. A representacdo permite visualizar um elemento de volume d3rd3v
importante para definir uma funcao de distribuicao das particulas no interior
do plasma.

d’r d’v

v

Fonte: Bittencourt (2004)

utiliza-se N, como sendo a quantidade de particulas da espécie ou tipo « na posicao 7,

com velocidade ¥ no tempo t. Sendo que, d® N, (7, ¥, t) é o ntimero de particulas da espécie

a que estd no interior de um elemento de volume d®r, com velocidade ¥ dentro de d*v no

instante t. E a funcao de distribuicao das particulas da espécie o define-se pela seguinte
expressao:

d®N, (T, v,1)

7 U,t) = ———r 2.7

fOé( ) d37"d3’l) ( )

para quantificar a densidade de pontos representativos no espaco de fase. Do ponto de

vista matematico, para ter sentido fisico, f, (7, ¥, t) necessariamente precisara ser continua,

positiva e finita para todo instante ¢. Sendo que,

lim fo(7,7,t) =0 (2.8)
|U]—00
fo(7 0, t)dPv = 1 (2.9)

A funcao de distribuicao, também podera ter as seguintes propriedades:

Propriedade 2.1.1 Se f, depende de 7 o plasma é nao-homogéneo. Neste caso, na au-
séncia de uma forca externa no decorrer do tempo, as particulas interagem até um es-
tado de equilibrio térmico, No caso que f, ndo dependa da posicio do vetor v, o plasma

considera-se homogéneo.

Propriedade 2.1.2 Se no plasma, em qualquer direcio a velocidade for a mesma, serd
chamado de isotropico, ou seja, f, somente poderd depender da intensidade do wvetor

velocidade v = |V, caso contrdrio, se f, depender da dire¢io de U, o plasma é anisotropico.
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Propriedade 2.1.3 Um plasma em equilibrio térmico, por exemplo, ¢ caracterizado por

ser homogéneo, isotropico e independente do tempo.

Uma vez que se conhega f, (7, U,t), serd possivel deduzir todas as magnitudes ou
grandezas macroscopicas de interesse fisico da espécie a presentes no plasma, o que sera

o objetivo na seguinte se¢ao.

2.2 GRANDEZAS MACROSCOPICAS DO PLASMA

A primeira e mais simples grandeza fisica que se pode definir a partir da fungao de
distribuicao f,(7,v,t) é a densidade de particulas com dependéncia espacial, representada
por n. (7, t) e caraterizada por ser independente da velocidade. Ela representa o niimero de
particulas da espécie a por unidade de volume, podendo ser obtida integrando d° N, (7, 7, t)
sobre todo o espaco de velocidades e dividindo o resultado pelo elemento de volume dr,

CcOomo segue:

= | ful7, ¥, t)dv. (2.10)

A Densidade de Particulas também é chamada de momento de ordem zero.

A segunda grandeza fisica é a Velocidade de Fluxo Macroscopica, também chamada
de Velocidade Média do Plasma. Esta grandeza é representa por v, (7, t) que é a velocidade
de fluxo macroscopico do plasma de particulas da espécie a. A férmula fica definida pela

seguinte expressao:

_ S (=2 g3
= =D /vvfa(r,v,t)d v. (2.11)

A Velocidade Média do Plasma também é conhecida como momento de primeira ordem.

Seguindo com o raciocinio anterior, é possivel obter outras variaveis macroscopicas
para a diade de fluxo de momento I1,(7,¢) (momento de segunda ordem) e para a triade
de fluxo total de energia £, (7, t) (momento de terceira ordem). No Capitulo 6 do livro de
Bittencourt (2004), define-se uma férmula genérica para se obter qualquer momento de

ordem N como segue:

aijok

M) () :/Uz‘?}j - v fo (7, 0,8) dPo. (2.12)

v
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Para as deducoes fisicas apresentadas neste Capitulo, sdo necessarios somente os
momentos n,(7,t) e U4(7,t). Com as defini¢oes anteriores, tem-se todos os ingredientes

necessarios para definir a equagao de Boltzmann.

2.3 EQUACAO DE BOLTZMANN

Para continuar com o raciocinio, é preciso somente dar atengdo a uma amostra de
particulas idénticas da espécie o dentro do elemento de volume d®r d®v no espaco de fase,
no tempo t. Considera-se que as particulas nao interagem entre si, desconsiderando, assim,
as interacoes de curto-alcance responsaveis pelas colisoes. Desta maneira, consideram-se
somente as interacoes coulombianas de longo alcance, responsaveis pelo comportamento
coletivo do plasma, e que porém serao bem descritas pela Equacdo de Boltzmann apre-

sentada mais adiante.

No tempo t, as particulas dentro do elemento de volume d®r d3v sao descritas pela
fungao de distribuicao f,(7,¥,t). Considerando uma pequena variagdo temporal dt, o
sistema de particulas evolui no espaco de fase para um novo elemento de volume d3r'd3v’
com novas coordenadas, isto é, de (7, ¥/, t) para (7', 0", t +dt). No novo elemento de volume
do espaco de fase, f, serd descrita em fungao das novas coordenadas, sendo entao definida
por fo (7, ¥, t+dt). Como foi considerada a auséncia de interagoes internas, pode-se supor
que a transicao das particulas no espaco de fase de um elemento de volume para outro foi
possivel pela presenca de uma forca externa F. Assim sendo, a variacao do vetor posicao

segue como:
7 (t +dt) = 7(t) + vdt, (2.13)
e a variacao do vetor velocidade tem a forma:

7'(t + dt) = §(t) + adt, (2.14)

sendo o vetor @ a aceleragao da particula.
Pela segunda lei de Newton, temos:

F
a=—, (2.15)

mO[
sendo m, a massa da particula da espécie a. Considerando que nao ha alteracoes na
quantidade e tipo de particulas de uma determinada espécie nos instantes ¢ e ¢t +dt, e que

nao ha colisoes entre elas, segue:
AN, (7, 0" t + dt) = d° N, (7, ¥, t). (2.16)

Sendo necessério que d*r'd*v’ = |J| d*r'd*v’, no qual |J| =1 é o determinante do Jacobi-

ano', para assim obter a relacdo da funcao de distribuicdo entre os elementos de volume:

1 ver demonstragdo na Segdo 5.2 do livro de Bittencourt (2004).
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fo(@, Tt + dt)dP*r' d*' = f, (7, T, t)d°rdv. (2.17)
Da Equacgao (2.17) segue que,
fo(7, Tt + dt)dPr' d*' — £, (7, T, t)d°rd*v = 0. (2.18)

Utilizando a relacio d3r'd*v = d®rdv, pode-se deixar em evidéncia o termo d*rd®v na
Equagao (2.18):

[fo(7, Tt +dt) — fo(7,0,1)] d*r d®v = 0. (2.19)

Para prosseguir com o desenvolvimento matematico da Equagao (2.19), primeiramente
serd necessario fazer uma expansao em série de Taylor de f,(7,7',t + dt) até primeira
ordem no tempo ¢, ou seja, os termos a partir de (dt)? serdo desconsiderados. A expansio

em série de Taylor segue a continuagao:
{ dfo(T, T

fo(P U 6+ dt) = fo(F,U,t) +

p q dt. (2.20)

Utilizando a regra da cadeia no segundo termo da direita da Equagao (2.20), segue que,

Ofa L e Ofy dr L e Ofu dv] it

ot or dt ' 0 dt (2:21)

Jo(7, 0t +dt) = fo(F,0,t) + {
A Equagao (2.21) se escreve em fungdo das componente dos vetores 77 e ¥ como segue:

Ful7 Tt + dt) = ful7, 5, )+
Ofa 0fa Ofa Ofa O fo Ofa 0 fa
[é)t +< "o oy TV Z@z)+( "oy yavf%avz)}dt'
(2.22)

Substituindo (2.22) em (2.19),

ot T Ox Yy dy 0z ov,

{fﬁ{afw( Ofa o +vzafa)+(anga+aaf“+azafa>}dt—fa}d3rd3v=0.

v, 0v,
(2.23)

Note que os termos envolvendo f, se cancelam e que também pode-se reescrever toda a

equacao em funcao do operador nabla tanto para 7,

~0 -0 4~ 0
=1— 4+ ] — 2.24
\Y Z@x+]8y+k62’ (2.24)
como para v,
R 0
Vs= 0 +j— + ki 0 (2'25>

va v, v,
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Portanto, obteremos:
_.foc(f; Ua t) + U- vfa(_'a 177 t) + a- Vﬁfa(f: 67 t) = 0. (226>

A equagdo (2.26) é chamada Fquagio de Boltzmann na auséncia de colisées. Lembrando

que a derivada total com respeito ao tempo no espaco de fase é dado pela equacao:

D 0
- — 1. gV~ 2.2
D1 at—l—v V+a- Vg, (2.27)

pode-se reescrever a equagao de Boltzmann como:

D

T falf8.1) = 0. (2.28)

A equacao anterior representa um estado de conservacao da densidade de pontos,
fa(7, U, t), representativos no espago de fase. Nesta situacdo, o teorema de Liouville pode
ser enunciado. Este teorema diz que a quantidade de particulas num determinado instante
de tempo ¢, que estejam contidas no elemento de volume d*rd®v, continuam estando num
instante posterior ¢t+dt em d3r'd3v’. Isso implica que o Jacobiano |.J| entre os elementos de
volume no espaco de fase, definido por d*r'd*v' = |J|d*rd®v, seja 1 como foi mencionado
no comecgo da secao. Do ponto de vista fisico, o teorema significa que, tanto as colisoes,
assim como a emissao de energia por radiacao e os processos de producao e perda de

particulas, tornam-se despreziveis.

Considerando-se colisoes entre as particulas e suas consequéncias decorrentes, en-
tao d3r'd®v’ # d3rd3v pois no decorrer do instante dt particulas podem ser perdidas ou
ganhas nos respectivos elementos de volume. Isto implica que, o teorema de Liouville nao
¢é valido para um sistema em que colisoes entre as particulas estao presentes. Portanto, a

Equacao de Boltzmann para colisoes ficara:

D

L (o
D0 = (5¢) 22

o termo que denota colisoes na equacgao é (%)Coll. De acordo com Bittencourt (2004),

alguns modelos para o termo de colisao sao:

e Modelo de Krook ou relaxzation model (o mais simples);
e Boltzman Collision Integral;

o Fokker-Planck collision term.

A FEquacao de Boltzmann sem colisoes se escreve em funcao da forca resultante

que atua sobre o plasma para obter a Fquagdo de Viasov.
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2.4 EQUACAO DE VLASOV

Retornando a equacio de Boltzmann sem colisoes, e a forca total que pode ser
utilizada na expressao da aceleragao conforme a segunda lei de Newton, a Equagao (2.26)

pode ser reescrita como:

—

Foa — —
afa(f, Tot) + TV al7,T,t) + =2 Vi fo(F,0,8) =0, (2.30)
meq

no qual Fj., € a soma das forcas externas com as forcas internas, tal que essas forcas in-
ternas decorrem dos campos eletromagnéticos internos F; e B;, resultantes do movimento
entre as particulas e que formam a forca de Lorentz. Substituindo a forga externa e a forca

de Lorentz em (2.30), teremos que:

%JrU-Vfaeria [ﬁemt+QQ (E-+Ux E)] - Vifa =0, (2.31)

chamada de equagdo de Viasov, sendo que os campos E; e B; devem satisfazer as leis de

Mazxwell. Com o intuito de simplificar a notagdo, de agora em diante, utilizaremos EZ —FE

—

GEZ:B

Para resolver a equagdo- (2.31), sdo necessarias a densidade de carga p(7,t), da

densidade de corrente J(7,t) e das equagbes de Mazwell, todas elas devem ser resolvidas

de uma maneira auto-consistente.

2.5 POTENCIAL VETOR MAGNETICO NAS EQUACOES DE MAXWELL

Para poder definir uma forma analitica de f,(7,v,t), precisa-se introduzir o uso
do potencial vetor magnético nas equagoes (1.1), (1.2), (1.3), (1.4). A equagao (1.4) diz

que V - B= 0, e isto nos permite definir um potencial vetor magnético A,
é=V><A’:>V-(V><fT>:0, (2.32)

e pela lei de Faraday temos:

. 9B
ou seja:
L 9A
V x (E + E) =0. (234)

Considerando a identidade matemética V x (VC(r)) = 0, pode-se definir o potencial

E+ 8%1/ Ot como sendo o gradiente de uma funcao escalar ¢(7), assim:

E+ 2= =-V¢, (2.35)
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sendo que, o campo elétrico fica definido em funcao do potencial eletrostatico e do poten-

cial vetor magnético como segue:

E=-V¢-— = (2.36)

Novamente, das equagoes de Maxwell teremos que:

V X g = o <j+ 608—E> s (237)
ot
e utilizando (2.32),
. o - OE
VXB—VX(VXA)-/L()(J—FGOE). (2.38)
Usando uma identidade vetorial, teremos:
. . - . OE
_ . _ 2 A — -
VX(VXA)—V<V A) V2A MO<J+EO€%)' (2.39)

Na andlise que segue, considera-se um sistema 2,5—D, em que se analisa as va-
riagoes de uma quantidade fisica em apenas uma dire¢do, mas esta quantidade pode
depender das outras duas varidveis do sistema em estudo. Ou seja, considera-se o eixo y
invariante, e nenhuma das grandezas fisicas envolvidas no problema dependerao dele, e as
respectivas derivadas parciais serao nulas nessa direcao. A invaridncia em um dos eixos
de coordenada Cartesiana é uma condi¢ao imposta para reduzir a andlise matematica do
problema, e que vai possibilitar obter uma forma simplificada da equagao de GS. Uma ex-
plicagao detalhada das implicagoes fisicas da condi¢ao 0/dy = 0 foi discutida no trabalho
de Ojeda-Gonzélez, Prestes e Laurindo-Sousa (2016).

Na Equagao (2.39), se o termo V - A fosse nulo, facilitaria os cdlculos. Isto serd
possivel pela Liberdade de Calibre de Coulomb, no entanto, pelo fato de considerar a
condigao 0/0y = 0, segundo Ojeda-Gonzdalez, Prestes e Laurindo-Sousa (2016), nao ser

necessario usar este artificio. O resultado é que V - A = 0, portanto:

VxB=-V24 =y, <f+ JZ—?) . (2.40)

A implicacao geométrica da invariancia em y é que as grandezas macroscopicas do sistema
somente dependerao de x e z. Consequentemente, E e J estardo na direcao y. Poderiamos
escrever a equagao (2.40) em suas trés componentes, adotamos um sistema de coordena-
das que futuramente, talvez, possibilite fazer comparagoes com um corte meridional da
magnetocauda (KAN, 1973; MANANKOVA, 2003).

(@2Ay(x, o), A, z)) o <Jy . 60@) | (2.41)

0x? 022 ot



30

O resultado é a equagao generalizada de Ampere-Mazwell:

OE,
V2Ay = (J + 60w) (242)

que se utiliza como ponto de partida para obter a equacao de GS. Em uma situacao
magnetostatica (0/0t = 0), a Equagao (2.42) possui a mesma forma que a equagao de
Poisson da eletrostética, e por analogia, concluimos que A, pode ser calculado através da

seguinte equacao:
Mo Jy(T_J)dV/
= — —_ 2.43
") 4T _[_/[_[ |7 — | ( )

Do ponto de vista geométrico os vetores A e J estao orientados na mesma direcao.

2.6 FORMA ANALITICA DA FUNCAO DE DISTRIBUICAO

Para obter uma expressao de A, em (2.43) que seja solucao de (2.42) é necessario
encontrar uma expressao de J, expressa como uma funcao exponencial. Desta maneira
(2.42) se tornara semelhante a equacao encontrada por Liouville em 1853 (SCHINDLER,
2006), em que serd possivel encontrar, em teoria, infinitas solugoes (YOON; LUI, 2005).
Fisicamente falando, a maneira mais elegante de fazer o raciocinio anterior é resolvendo
o sistema de equacoes de Vlasov-Maxwell escolhendo uma funcao de distribuicao que se

ajuste as propriedades do plasma em estudo.

Neste trabalho considera-se um plasma numa situacao ideal em equilibrio mag-
netostatico. Sendo este um sistema 2,5 — D, ou seja, existe componente do campo em
y mas as grandezas fisicas envolvidas no problema somente dependem das variaveis x e
z (OJEDA-GONZALEZ; PRESTES; Laurindo-Sousa, 2016). Nesta configuracio, a cor-
rente elétrica, o campo elétrico e o vetor potencial estdo predominantemente na dire¢ao
de y. O interessante deste problema ¢é que a solugao do sistema de equacoes de Vlasov-
Maxwell, nesta situacao ideal, tera como resultado a obtencao de laminas de corrente
bidimensional transversal ao plano xz. Sendo esta uma situagdo que permitird fazer mo-
delos analiticos de ldminas de corrente para realizar estudos na magnetocauda, como feito
por (KAN, 1973; FADEEV; KVABTSKHAVA; KOMAROV, 1965; LAURINDO-SOUSA
et al., 2018).

Para iniciar o desenvolvimento do problema, reescrevemos (2.10) e (2.11) para

definir as densidades de carga e de corrente como segue:

p(z, 2t = 0) = g dana(, 2) = gqa l / £z, z,ﬁ)d%] (2.44)

j(x,z,t—O annaxzvaxz an {/vfaxzv)d3 ] (2.45)

v
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O plasma considerado neste problema é pouco denso e frio, perto de nao existir colisoes.

Sendo assim, se considera nula a forga externa na equagdo de Viasov (ver (2.31)). Supde-se

Ofa
ot

consideracoes anteriores, o sistema de equagoes de Vlasov-Maxwell é formado por trés

para efeito de calculo que nao hé varia¢oes temporais, isto implica que = 0. Com as
equagoes, isto é,
1 - S
T Vot — |aa (E+7xB)| - Vs =0, (2.46)
m

«

V-E= %gqa [/U fa(x,z,ﬁ)dgv] , (2.47)

VxB= Lo an [/ﬁfa(x, z,U)d?’v} . (2.48)

Em termodindamica, num sistema com multiplos estados em equilibrio termodina-
mico, é utilizado um fator de ponderacao para determinar a probabilidade relativa de um
estado 7. O fator de ponderagdo recebe o nome de fator de Boltzmann, que em si mesmo
nao é uma probabilidade porque nao estd normalizado. Dividindo o fator de Boltzmann
pela probabilidade de todos os estados possiveis do sistema, se obtém a distribuicao de
Boltzmann. Esse fator relaciona a energia do estado i (£2;) com a energia térmica do
sistema por meio da expressao exp [—€2;/kpT], sendo kp a constante de Boltzmann e
T a temperatura. Utilizando o fator de Boltzmann pode-se desenvolver a estatistica de
Mazwell-Boltzmann, a qual considera que, num plasma em equilibrio termodinamico, as
particulas da espécie o sao caraterizadas por uma fungdo continua de velocidades dada

pela seguinte expressao:

3/2
. Me Mo o
p— = —_— — . 2'4

Sendo que o numerador do fator de Boltzmann é a energia cinética total das particulas

(Ka). A equagao (2.49) satisfaz a condigao de normalizagao:

/ fo(¥)dPv = 1. (2.50)

A Equagao (2.49), assim como se apresenta, depende apenas do médulo da velocidade.
Nao depende da posicao 7, que podera ser introduzida usando o fator de Boltzmann para
definir uma fungao de distribuigao espacial da densidade de particulas n,(z, z). Isto é,

)

N (7) = ng, exp {i (2.51)

em que ng, € a densidade total de particulas no interior de uma esfera de raio r. Note que
o numerador do argumento da exponencial no fator de Boltzmann, serd uma funcao que

depende apenas da energia potencial total das particulas (V,(z, 2)).
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Voltando ao problema inicial, representado pela fungao de distribuicao f, (7, v, 1),

podemos utilizar um método de separagao de variaveis como segue:
fa(7,0,1) = no (7 ) fuo (T, 1). (2.52)

Segundo Harris (1962) e posteriormente usado nos trabalhos de Kan (1973), Kan (1979),
Yoon e Lui (2005), para se obter uma expressao final de (2.52), ainda acrescentam-se duas
consideragoes: i) os fons positivos se movimentam com uma velocidade de deriva U; no
sentido positivo do eixo y e os elétrons com velocidade U, no sentido oposto, mas para
manter a mesma notagao, ela aparecera nas equagoes como U, ; i1) a funcao de distribuigao
para satisfazer o sistema de equagoes de Vlasov-Maxwell devera depender de constantes de
movimento, ou seja da Hamiltoniana (H) e do momento Canoénico p. Logo, a dependéncia

funcional em (2.52) passard a ser fo(z, 2,70) = fo(H,py).

Fazendo uma revisao da Mecanica Classica, definem-se coordenadas canonicas
como sendo p; e ¢;. Estas coordenadas estao relacionadas por meio da Lagrangeana

L(gi,q,t), sendo p; = OL/Jq,. Define-se a Hamiltoniana a partir da equagao H =
> ilpig] — L.

Considerando a forca de Lorentz:

Emmn:%{ﬂm+ﬁx§@>, (2.53)
a Lagrangeana relacionada com esta forca é

LJam:%m#+%agm—%mm, (2.54)
na qual ¢(7) é o potencial elétrico. O momento candnico desta Lagrangiana define-se
COMmo:

D7, 0) = ma ¥ + qo A(F). (2.55)

Logo, a partir de (2.54) e (2.55), considerando a velocidade de deriva (U,) em y, que
surge como consequéncia da geometria aqui adotada, pois tera um gradiente de campo
magnético (VB,) sempre contido no plano zz e majoritariamente direcionado ao longo
de z, o resultado de (2.52) ficara:

qmm%%%@@}

falz, 2,7) = ng_, exp { T

3/2
My mq 2 2 212
— — U, . 2.
(27rkBTa) xp { 2kpT, [z + (vy = Ua)” + 2] } (2.56)

Fazendo alguns ajustes algébricos no argumento do exponencial, teremos,

m 3/2
fal2,2,9) =m0, <2kaTa>

—Mg, 2 . 2 2\ QQ¢ - QQUaAy
e, (e (0 = o) ve) keTo |

exp { (2.57)
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A Equacao (2.57) é a expressao final da forma analitica da fungao de distribuicao
que sera utilizada no sistema de equacoes de Viasov-Mazwell para se obter uma forma

especifica da equagao de GS.

2.7 OBTENCAO DE UMA FORMA ESPECIFICA DA EQUACAO DE GS

Substituindo f;(z, z, ) (representada em (2.57)) em (2.48), teremos:

3
- Mg 2
B= o _—
V x Ho Ea qam0, <27TkBTa>

/ {vy exp (2221; (02 + (vy —Ua)® 4+ 02) — @)] dv, (2.58)

qa(b*(chUosz
kpTa .

para reduzir a expressao foi considerado que © =
Aplicando a propriedade exp[A+ B] = exp[A] exp[B] no termo da direita de (2.58)
com U, constante e considerando que o potencial A, é constante por y nao variar, resta

somente trés integrais a serem resolvidas que ficam da forma:

o] m U2

I, = %4 2.

= [ e |- g | an (2.59)
o Me (V Ua)2

I, = /_OO Uy €Xp [— QIjBTa dvy, (2.60)
00 ma,UQ

I3 = — Z . 2.61

3 /_Ooexp[ 2k3TJ dv, (2.61)

Elas podem ser resolvidas utilizando a propriedade matemaética:

/: eap (—pB2?) do = (%)é . (2.62)

Portanto as integrais ficarao da forma:

1 1
: 2kpTy ) 2
I =1 = TZ; :(WB ) 7 (2.63)
epTa Ma

1 1
2rkgT, \ 2
L=U|—1]| = a( s ) . (2.64)
2% Ta Ma

logo, substituindo o resultado de I3, I e I3 em (2.58), a expressao de J, ficara:

1 1 1
My, 2rkgT, \ 2 (2rkpT, \ 2 2rkgT, \ 2
Jy(z,2) = Znoaqa (27r/<:BT ) ( - ) ( - ) (Ua - ) exp [— O]

(2.65)

N
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e utilizando a propriedade matematica de multiplicacao de poténcias de mesma base:

ol

Me
Jy(x, Z) = ; 10, 9aUa <m)

(27T]€BTa

Ma

) ’ exp [—0O]. (2.66)

Perceba que, em (2.66), temos dois termos que podem ser simplificados, portanto:

Jy(z,2) = Z 10, gaUq exp [—O] . (2.67)
Assim, a expressao V2A, = —ugJ, ficard da seguinte forma:
V2A, = —po Z 10, GaUa exp [—O)] . (2.68)

Para continuar com o raciocinio, substitui-se (2.57) em (2.47), isto é,

3
L 1 Me 2
E=—Y 4
v . a0, <2kaTa>

/v {exp (Qk;n; (V2 + (v, — Ua)® +02) — @)] &, (2.69)

O resultado das integrais dentro do argumento do somatorio é o mesmo apresentado para

resolver (2.58), porém o resultado sera:
p(z,2) =Y qano, exp O] (2.70)

Expandindo o somatoério para os dois tipos a de particulas, sendo ¢ de ions e e de elétrons:

p(x, z) = qing, exp [—60;] — geno, exp [— O], (2.71)

em que foi atribuida carga negativa ao elétron.

Utilizando a propriedade de neutralidade macroscopica do plasma, fica evidente
que p(z, z) precisard se anular, mas isso somente sera possivel quando sao satisfeitas as

seguintes condicoes:

6| = lge| = g, (2.72)
77/01- = noe = Ny, (273)
U, U

Lo =e 2.74
T 2

¢(z,z) =0. (2.75)
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Logo, retornando na Equagao (2.68) com essas condicoes, teremos:

UksTi UckpT. qU;
V24, = — - A
v A ( kT, kol ) {k:BTi '
qU; qU;
=-2 kg (T; + T Ayl . 2.
Hogqno B( P + e) 2ijﬂ €Xp |:]</’BT; y:| ( 76)
Introduzindo duas constantes: B2 = 2ugnokp (T; + T.), que é o campo magnético assin-
totico e L = %, a Equacao (2.76) fica:
VZAy = —Bogg €xp [ y}
O 2kpTi Bo
By 124,
~ TP TB,
B
= —Lexp[—2V], (2.77)
L
sendo U = — LAé’O. Portanto:
0? 02 B
2 . o 0
VA, = (@ + @> (—=LByY) = — eXp [—2¥]. (2.78)

Fazendo ajustes algébricos, teremos

o? 0?
V2A, = —5 + 5 | ¥ = exp[-27]. (2.79)
o(3)" 2(3)
Introduzindo novas variaveis que nao possuem dimensoes: ¥ = X e £ = Z, teremos:
v 9P
8X2 —+ @ = exXp [—2\1’] . (280)
Sendo que,
By
Jy(X,Z) = — exp (—2V). (2.81)
Lo

A expressao V2V = exp[—2¥] é chamada de forma especifica da Equaciao de GS,
como foi apresentada em (2.3). Perceba que encontrando-se o valor de ¥ em (2.80), serd
possivel determinar .J, de (2.81). A solucao analitica da forma especifica da Equagao de

GS serd abordada na proxima secao.

2.8 SOLUCAO ANALITICA

A Equacao (2.80) é uma equagao diferencial parcial (PDE) nao-linear de segunda
ordem conhecida como equagao de Liouville (dependendo do contexto, as vezes, também é
chamada de equagao de Liouville-Bratu-Gelfand) (SCHINDLER, 2006), mas que também

é chamada de equagao de GS (ver Yoon e Lui (2005)). Para o caso bidimensional a solugao
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geral foi obtida por Liouville em 1853 (BISKAMP, 1986; SCHINDLER, 2006). De forma,
independente, a mesma solugao foi apresentada por Walker (1915) com uma aplicacao na
Astrofisica. Dependendo da area do conhecimento (YOON; LUI, 2005; MANANKOVA,;
PUDOVKIN, 1996; MANANKOVA; PUDOVKIN, 1999; MANANKOVA; PUDOVKIN;
RUNOV, 2000; MANANKOVA, 2003; KOROVINSKIY et al., 2018), a solugao no contexto
da teoria das funcgoes de variavel complexa é chamada de solucao de Walker. Ele obteve
uma funcao geradora ¢((), sendo ¢ = X + iZ, que permite estudar uma variedade de

solugoes e modelos de laminas de corrente. Essa solugao é,

4lg' (Q)?

(1+ g QP 25

exp[—2V] =
No Capitulo 3, explica-se, por meio de exemplos de fungoes geradoras existentes

na literatura, como utilizar (2.82) para obter uma variedade de solugoes de (2.80).

2.9 SINGULARIDADES NA SOLUCAO ANALITICA

Analisar os pontos singulares e zeros das solugdes de (2.80) é muito importante
porque eles estao relacionados com a morfologia do campo magnético. Essa morfologia
é responsavel pelo deslocamento de particulas no interior do plasma e pela existéncia
de regides de maximo e minimo da densidade de corrente e que também podem estar
relacionados com laminas de corrente. Um método para obter diretamente os pontos
singulares a partir da funciio geradora foi apresentado por GENOT (2005). No método

de Génov, a Equagao (2.3) escreve-se da seguinte maneira:

Alg' (O
[1+ 19O

no qual A = 9%/0X?% + 0%/07? = 40?/9COC* representa o Laplaciano. Os zeros e polos

da fungdo ¢'(¢) correspondem aos pontos singulares da solugdo V(X, 7). Para qualquer

AV = —Aln[|¢'(¢)|] + (2.83)

que seja a fungdo geradora ¢((), temos que:
Alnlg'(¢)| = 0. (2.84)

Portanto, (2.84) implica que sempre a equagao (2.83) se reduz em (2.80).

Recentemente, o orientador deste trabalho e colaboradores submeteram um artigo
no qual sao redefinidos os pontos de singularidade em duas categorias, (a) os polos de
|g'(¢)| = 0 foram chamados pontos de singularidade tipo-Si, (b) os zeros foram chamados

pontos tipo-Ss. Sendo que a densidade de corrente (J,) ¢ infinita no ponto Sy e zero em
Sy.

No préximo capitulo sera realizada uma revisao de solucoes analiticas da Equa-
¢ao (2.80).
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3 REVISAO DE MODELOS ANALITICOS

Neste capitulo, serao apresentadas solucdes de Grad-Shafranov pela féormula de
Walker (WALKER, 1915). Por ser uma Equacdo Diferencial®, serd necessario utilizar
métodos matematicos para determinar a solucdo desta equacao. Ou seja, consiste em
achar valores para uma expressao de W, isto dependera da definicdo de uma especifica

fungdo geradora®.

A funcao geradora precisa necessariamente estar em variavel complexa, pois a
férmula de Walker é definida em variaveis complexas. Em consequéncia, a teoria de fungoes
analiticas, que é abordada por Churchill e Brown (1984), sera crucial para a obtengao de

um determinado valor esperado para W.

Uma funcao analitica é uma funcao que pode ser localmente expandida em sé-
ries de Taylor em torno de um determinado ponto (CHURCHILL; BROWN, 1984). As
condigoes de Cauchy-Riemann sao necessarias para se verificar se uma determinada fun-
¢ao ¢ analitica, mas essas condigbes nao sao suficientes. Walker (1915), utilizando esses
conceitos matematicos, formulou (2.82). Pode-se escolher infinitos tipos de expressoes
matematicas para ¢(¢), mas, segundo Yoon e Lui (2005), nem todas terao um significado

fisico esperado.

O interesse em uma expressao exata ou aproximada para ¥, tem como finalidade
essencial a determinacao da geometria do campo magnético especifico para cada tipo
de solugao. Segundo Priest e Forbes (2000), as componentes do campo magnéticos sao

definidas em func¢do de uma solugao encontrada de (2.82) a partir de uma g(¢) escolhida.

As componentes em 2-D sao definidas como:

o

B, = By, (3.1)
o

B.= By, (3.2)

sendo By uma constante.

As laminas de corrente sao regioes importantes, pois sao locais de energizacao de
particulas, e também sao frequentes limites entre plasmas com propriedades diferentes.
Em uma extensa gama bibliografica, é enfatizado que, nessas laminas de corrente o campo

magnético é pequeno, e a mudanca de direcao das particulas pode ser grande e o campo

L Ela possibilita a determinacdo de uma funcdo incégnita dentro de uma expressio que envolva suas

derivadas (G.ZILL; CULLEN., 2000).

2 E uma série cujos coeficientes codificam informacoes sobre uma sucessio a,.
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elétrico pode consequentemente desempenhar um papel dominante no movimento das

particulas (BRITTNACHER; WHIPPLE, 2002).

Observou-se que tudo isto ocorre especialmente em pontos neutros ou linhas neu-
tras, no qual o campo magnético se anula. Isto direcionou a aten¢ao dos cientistas nestas
regides como possiveis locais para transformacao de energia magnética em energia cinética
de particulas, através do mecanismo de reconexao magnética (HUGHES, 1995; CHIAN;
MUNOZ, 2011; PRIEST; FORBES, 2000; PHAN et al., 2018; MASUDA et al., 1994;
INNES et al., 1997; GOSLING et al., 2005; GOSLING et al., 2007; PHAN et al., 2006;
Li, 2008; FORBES; ACTON, 1996).

Ja houve diferentes abordagens para a teoria de laminas de corrente, a mais citada
e utilizada foi a solugdo analitica de Harris (1962) em uma dimensao (1-D), esse traba-
lho tem sido a base para varios estudos complementares. Harris explorou o fato de que

qualquer funcdo das constantes do movimento f, (7, ¥) é uma solugao de (2.31).

Kan (1973) mostrou como obter solugoes em 2-D usando as formulagdes de Harris
(1962) e empregando um esquema sugerido por Walker (1915), Benford e Book (1971),
mas por conta de algumas caracteristicas que nao possuem significados fisicos, ndo houve

muita aplicagdo em situacoes reais, como a aplicacado magnetosférica.

Os modelos bidimensionais devem ser especialmente tteis em vérias aplicacdes na
fisica espacial, uma delas é a aplicacao desses para validar o método numérico da equacao
de Grad-Shafranov utilizado para reconstruir cortes transversais de tubos magnéticos na
magnetosfera e no vento solar a partir de dados de satélite (SONNERUP; GUO, 1996;
HAU; SONNERUP, 1999; HU; SONNERUP, 2001; HU et al., 2004; HU, 2017).

3.1 MODELO DE FADEEV

O modelo em que Fadeev, Kvabtskhava e Komarov (1965) foram os precursores, é

obtido utilizando a seguinte funcao geradora:

9(¢) = fp + /1 + f2e*, (3-3)

supondo-a como a fung¢do, que necessariamente precisara ser usada na formula de Walker
(2.82), para que se ache o valor das componentes do campo magnético e o valor de sua
densidade de corrente, conforme (3.1), (3.2) e (2.81), que seré solucao de (2.80), abordada,

no Capitulo anterior.

Esse modelo representa um ciclo infinito de ilhas magnéticas ao redor de pontos
tipo-O acima do eixo-X do plano Cartesiano. Ainda no eixo-X, entre cada par de ilhas
magnéticas, encontra-se um ponto tipo-X onde o campo magnético é nulo. Esta estrutura
de densidade de corrente filamentada, ou seja, com valor maximo no centro de cada ilha

magnética, poderao ser observadas no esbogo da solucao W.
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O tamanho das ilhas serd definido conforme um valor estipulado para f, (YOON;
LUI, 2005). O médulo ao quadrado da funcao (3.3) e de sua respectiva derivada, serdo
necessarios para o desenvolvimento dos calculos. Portanto, segue os referentes termos para

serem substituidos em (2.82):

#) =y 1A = (/5 57)) (3.4

o modulo ao quadrado da derivada de (3.4) sera:

O = (Vs fp2)6‘2)2 . (35)

Fazendo o médulo ao quadrado de (3.3):

19(0’2 = pr +2fp \/ (1+ fp2>6(_z) cos(X) + (1 + pr)e(_2Z)- (3.6)

Substituindo (3.5) e (3.6) em (2.82):
2
()
(1 + £+ 2%@6“” cos(X) + (1 + fp2)e(—22)> .

Passando o In e dividindo por —2 respectivamente nos dois lados de (3.7) e simplificando-a,

672\11 —

(3.7)

o resultado esperado sera:

¥ =1In <fpcosX+\/1—|—fp2(:oshZ>, (3.8)

Substituindo (3.8) em (3.1) e (3.2), as componentes necessarias para verificarmos o campo

magnético dessa solucao, logo:

Boy/1+ f,*senh(Z
B, — 0 + fp”senh(Z) ’ (3.9)
frcos(X) +4/1+ f,?cosh(Z)

By f,sen(X)

frcos(X) +4/1+ f,° cosh(Z)‘

No Capitulo 2, vimos que para determinar o valor da densidade de corrente J, basta
utilizar (2.81) (GRAD; RUBIN, 1956), segue que:

B
J, = 0 . (3.11)

' Lo <fp cos(X) + /(L + fp2)005h(2)>2

B, = (3.10)

A Figura 3 mostra a plotagem de Exy = B,i + B.k (em Tesla) em funcdo das

variaveis adimensionais X e Z. Este tipo de figura permite visualizar a dire¢ao e sentido
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Figura 3 — Configuragdo do campo magnético juntamente com a densidade de corrente
normalizada em 2D no modelo de Fadeev. As linhas brancas representam a
configuracao do campo magnético com o sentido das linhas anti-paralelas. Note
que no ponto (0,0) o valor do campo magnético tende a 0, caracterizando assim
o ponto X ou ponto neutro. Em torno dele, é possivel ver os pontos O ou ilhas
magnéticas caracterizadas pela geometria eliptica do campo. A Densidade de
corrente é caracterizada pela barra, ficara cada vez mais intensa a medida que
a cor fica vermelha.

Fonte: o autor.

das linhas de campo magnético, permitindo identificar claramente as ilhas magnéticas e
o ponto X localizado na origem. A figura anterior foi superposta com o médulo de J, em
unidades de A/m?, a intensidade de J, é caracterizada pela barra, no qual ficard cada
vez mais intensa a medida que a cor fica vermelha. A densidade de corrente é maxima no
interior das ilhas magnéticas. Para realizar os calculos dos valores mostrados na figura,
foram utilizados os valores By = 49,15 x 107 (T), L =10° m, f, = 0,5 e o = 47 x 1077
(T A/m) carateristicos da magnetocauda, segundo o trabalho de Kan (1973). No entanto,
todos os valores dos graficos, que serdo mostrados neste capitulo, estarao normalizados

entre 0 e 1.

3.2 MODELO DE KAN

No modelo original de Kan (1973), o autor empregou dois pardmetros ajustaveis,

mas é essencialmente um modelo de um parametro. A fungdo geradora da solucao Kan é:

g(¢) = el7%), (3.12)

Quando essa fungao geradora foi proposta em sua publicagdo original (KAN, 1973),
o denominador dentro do argumento da fun¢ao exponencial no lado direito, é substituido

por & = ( — a. Entretanto, o parametro a desloca toda a solucao ao longo do eixo X.
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Como Kan aplicou sua solucdo somente em um dominio® restrito 2-D, vamos trabalhar
com a = 0 e, assim, limitando a aplicabilidade das solugoes de acordo com a intengao

original de Kan, também seguindo a sugestao de Yoon e Lui (2005).

Os procedimentos mateméticos utilizados para se achar as devidas expressoes de-
correntes de g(¢) para utilizar em (2.82), serdo feitos a seguir. Neste caso, a fun¢ao gera-

dora estd definida por (3.12), logo:

710 = (i+5) s (3.13)

Implicando que o médulo ao quadrado de (3.13) sera:

2

D gor. (3.14)

9O =i+ 1

Substituindo (3.14) em (2.82) temos:

v — 1 | 9O +19(O)] 1

5 (3.15)

‘i + o
Em que a solugao é:
cosh (Z (1 + %))

U =In : R*=X*+ 72 (3.16)
V) -2z

Observacao 3.2.1 No trabalho de Laurindo-Sousa (2018) é possivel ver o desenvolvi-
mento matemdtico de (3.15) até (3.16).

Substituindo (3.16) em (3.1), (3.2) e (2.81) temos:

B (007 = 22) 4 Ry tanh (2 (14 ) + pvesronan s

272(X2—b)+(b+X2)?+ 24

B, = i , (317)
R?(b+X2-322)
2bBy <Z tanh (Z (1 + %)) o 2Z2(X2—b)+(b+X2)2+Z4)
B. - - , (3.18)

LB ((1+ )" = 22) sech? (7 (1 + ) -
y L,u() : ( : )

E um conjunto de possiveis valores que uma determinada funcéo possa ser definida (LIMA, 1989).

3
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Figura 4 — Configuragdo do campo magnético juntamente com a densidade de corrente
normalizada em 2D, no eixo Z ha um par de pontos singulares em torno da
origem do modelo de Kan com b = 0, 5.

Fonte: o autor.

Na Figura 4, o tipo de gréfico é o mesmo utilizado na solu¢ao de Fadeev. Neste
caso o grafico é mostrado para b = 0,5 com os mesmos valores de By, L e g utilizados na
Figura 3. O esbogo desse modelo foi feito intencionalmente perto da origem do plano X 7,
para se destacar a estrutura das linhas de campo magnético e o valor de J, perto da origem
(0,0). O campo magnético apresenta a forma de um dipolo magnético similar & morfologia
do campo geomagnético e a densidade de corrente tem dois picos de maximo bem perto da
origem, acima do eixo X antes de tornar-se indefinida em (0,0). Esses maximos de J, se
assemelham com os cinturdes de radiacdo do campo geomagnético. Esse comportamento
préximo a origem ¢ peculiar por causa do argumento da estrutura da fungao logaritmica
em (3.16), sendo amplamente discutido na publicagdo de Yoon e Lui (2005). Por esse
fato, este modelo é utilizado para representar, analiticamente o campo geomagnético, ver
por exemplo o trabalho de Korovinskiy et al. (2018). Na solu¢ao de Kan, se observamos

a Equacao (3.16) hé trés pontos singulares, a saber (a, 0) (lembrando que considera-se
a=0)e (0, £Vb).

O quao préximo se queira chegar até a origem é uma escolha inteiramente arbi-

traria, e no modelo de Kan (1973) original esta escolha é controlada pelo parametro c.

Nas figuras 5 e 6, foram representados o modelo de Kan para o espago X positivo,
correspondente a X > 0,5. Duas opgoes do parametro b sao usadas, a saber b = 0,5 e
b = 5. Esse modelo é caracterizado por um campo magnético alargado para altos valores

de X independentemente do valor de Z.

Um comportamento particular dessa solucao, torna-se mais enfatizado perto da

origem e com o aumento do valor de b. Segundo Yoon e Lui (2005), estritamente por
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Figura 5 — Configuragdo do campo magnético consequente da solucao analitica do modelo
de Kan (1973). As linhas brancas representam as respectivas linhas do campo
magnético antiparalelas, ou seja, possuem sentidos opostos. Isto é esbocado
juntamente com a densidade de corrente normalizada em 2D no respectivo
modelo com b = 0, 5. Note que o intervalo de plotagem do campo magnético é
diferente da Figura 4, isto foi feito para excluir a origem, pois em sua vinhanca
se situam os pontos singulares.

Fonte: o autor.

Figura 6 — Configuragdo do campo magnético consequente da solu¢ao analitica do modelo
de Kan (1973). As linhas brancas representam as respectivas linhas do campo
magnético antiparalelas, ou seja, possuem sentidos opostos. Isto ¢ plotado jun-
tamente com a densidade de corrente normalizada em 2D no respectivo modelo
com b = 5. Note que o morfologia das linhas de campo magnético é diferente
da Figura 5, ou seja, as linhas de campo ficam mais alongadas por causa do
valor do parametro b.

Fonte: o autor.
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causa do angulo de alargamento préximo a origem (= 0 graus em relacdo ao eixo X), o
modelo de Kan tem uma restrigdo em representar o comportamento do campo magnético

parecido a um dipolo préximo do planeta Terra.

3.3 MODELO DE MANANKOVA

Esse modelo foi publicado em Manankova e Pudovkin (1996), Manankova e Pu-
dovkin (1999), Manankova, Pudovkin e Runov (2000) no qual reuniram as referéncias de
Kan e Fadeev e sugeriram uma especifica formulacao para a funcao geradora da seguinte

forma:

9(C0) = fp+ 1+ frel ), (3.20)

Na Equacao (3.20), o termo da solu¢do de Fadeev é incluido ao considerar b = 0,

ou seja, este termo sera responsavel pela inser¢ao, nesta nova solucao, de ilhas magnéticas
com um ponto X entre elas. O denominador do segundo termo dentro do exponencial é a
relacao ¢ — a, que agora faz toda diferenca, e por isso agora nao é conveniente considerar
a = 0, porque o parametro a pode ser ajustado para deslocar as ilhas e o ponto neutro X

convenientemente ao longo do eixo das abscissas.

Seguindo passos mateméaticos similares as se¢oes anteriores e substituindo o resul-
tado de |g(¢)|? e |g(¢)'|? em (2.82), o resultado é:

fpcos<X—b(XT;a)>+\/1—|—fp2(zosh(Z(1+R%o)>
b \° _ abze ,
\/<1+R_3> " H

O gréfico de (3.21) foi esbogado na Figura 7, ele se mostra semelhante ao modelo

¥ =1In Ry = (X—a)’+2Z°. (3.21)

de Kan (1973) (Figura 3) na regiao perto da origem, em que ambas possuem uma parti-
cularidade que vai ser abordada mais adiante. Repare que, nesse caso, o modelo descreve
uma lamina de corrente esticada na regiao proxima a origem do sistema de coordenadas
(0,0), em que de forma aplicada, pode ser representada pela regiao préximo a Terra (MA-
NANKOVA, 2003).

Neste caso, foram mantidos os mesmos valores para a e b, mas utilizamos f, = 0,5,
com By =49,15 x 107° (T), L = 10° m, e g = 47 x 1077 (T A/m). Note que este valor

produz uma estrutura de ponto O ou ilha magnética estacionaria na cauda.

No modelo de Kan, a escolha de b significou a imagem da funcao de toda a estrutura
ao longo do eixo X. No modelo de Manankova, a estrutura do ponto O ¢ fixada ao longo
do eixo X, a escolha de b resulta em uma distancia relativa entre a estrutura do ponto O

e os pontos singulares (LUI et al., 2008).
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Figura 7 — Esboc¢o do campo magnético juntamente com a densidade de corrente da so-
lucado de Manankova para a = 0,0 =2 e f, = 0,1 no intervalo 0 < X < 8.

Iy

Fonte: o autor.

Figura 8 — Esbog¢o do campo magnético juntamente com a densidade de corrente da so-
lucao de Manankova para a = 0,b =2 e f, = 0,5. Dois pontos neutros e uma
ilha magnética sao esbocados pela solucao no intervalo 0 < X < 8.

Fonte: o autor.

Assim, o parametro b pode ser ajustado para deslocar as ilhas magnéticas em
relacao a origem. No entanto, a escolha de a desloca toda a solucao em relagao a origem,
mas nao exclui pontos singulares que ficam localizados na imagem da fun¢ao na direcao do
eixo Z. A Figura 9 mostra a dindmica da variacdo do parametro a nos mesmos intervalos
de dominio e imagem mostrados anteriormente, com a = 2. Pode-se observar toda a
estrutura dos pontos singulares na direcao do eixo Z em X = 2 juntamente com um
ponto nulo magnético nas vizinhancas de X = 7, no qual as orientagdes das linhas do
campo magnético estao antiparalelas, podendo caracterizar uma reconexao magnética.
Na préxima solucao o problema de pontos singulares principalmente entre —2 < 7 < 2 é

suavizado.
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Figura 9 — Esboc¢o do campo magnético juntamente com a densidade de corrente da so-
lucado de Manankova para a =2,0 =2 e f, = 0,1 no intervalo 0 < X < 8.

Iy

7z
/

// 0.60
;Eﬁfiziiz;:;22;;> .

Fonte: o autor.

3.4 MODELO DE H-F-K-M

Esse modelo é uma generalizacao das solugoes de Harris (HARRIS, 1962), Fadeev,
Kan e Manankova ( H-F-K-M). O modelo de Harris é uma solugdo de uma dimensao,
sendo considerada pela comunidade cientifica a mais facil das solugdes, isso porque ela
estd contida nas outras quando se fazem algumas consideragoes. As solugoes de Fadeev,
Kan e Manankova podem ser transformadas na solugao de Harris (LAURINDO-SOUSA,
2018).

A forma da solucdo matematica decorrente da publicacdo de Harris (1962) é
U = In(sech™'(Z)), que teve como funcio geradora g(¢) = €. O trabalho de Laurindo-
Sousa (2018) mostra detalhadamente os métodos matematicos utilizados em (2.82) para
se chegar na devida solugao.

No modelo de Kan (1973) e Manankova, Pudovkin e Runov (2000), a divergéncia
no ponto (X, Z) = (a,0) é controlada pelo fator Ci)a
termo R~! na solugdo ¥, sendo R = /(X — a)? + Z2. No artigo de Yoon e Lui (2005) na

Secgdo 3.5, foi sugerida uma funcao geradora que mantém a divergéncia mas modifica a

na funcao geradora, que se reflete no

excentricidade das linhas de campo magnético em R~!. O anterior se fez acrescentando

um expoente k arbitrario na fungao geradora, isto é:

o) = fy+ T4 o (i€ - ) (3.22)

Fica evidente que se assumir o valor £ = 1 o modelo de Manankova e Pudovkin (1996) é

recuperado. A derivada de (3.22) em relagdo a varidvel complexa ¢ é como segue:

Q) =iy/1+f2 (1 + (g_k—s)m> exp (iC - ﬁ) . (3.23)
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Figura 10 — Modelo de Kan na solucao de H-F-K-M dado por (3.24), no caso f, = 0 (ndo
hé ilha magnética), a = 0 (singularidade localizada na origem), b =2 e k = 1.

—0.25

Fonte: o autor.

Realizando os mesmos procedimentos matemaéticos feitos anteriormente em (2.82), a so-

lugdo de (3.22) desejada seré:

frcos(a+ Rcosf — 2550 + /1 + f,? cosh(Rsen 6 + 2-0)

U =In
V(0 )7 — () s 52

: (3.24)

com f = tan! XL
—a

Essa é uma generalizacao direta do modelo de Manankova, que foi construido e
formalizado a partir dos modelos anteriores de Harris, Fadeev e Kan. E possivel comparar
este com os anteriores de Kan ou Manankova escolhendo alguns parametros, no caso em
que f, = 0e k =1 torna-se o modelo de Kan (LUI, 2011), com f, # 0 e k = 1 transforma-

se no modelo de Manankova.

Por uma questao de simplicidade, pode-se colocar o ponto singular na origem a = 0,
além das restri¢oes f, = 0 e b = 2. Tendo essas condicoes impostas, havera condigoes de
comparar o particular modelo generalizado H-F-K-M, com o modelo de Kan fazendo
k = 1. O modelo de Kan foi novamente visualizado com as consideragoes anteriores
na Figura 10, em contraste a esta, a Figura 11 mostra a solu¢ao de H-F-K-M para o
caso em que k = 0,1. Como se pode perceber, o Gnico que muda entre ambas figuras
¢ o comportamento da excentricidade das linhas de campo préximo ao ponto singular
(X, Z) = (a,0). Os restantes dois pontos singulares (0, +v/b) e (0, —v/b), conhecidos desde
as solugoes de Kan e Manankova, continuam os mesmos na solu¢ao H-F-K-M sem que o
valor de k mude a localizacao. A escolha desse respectivo valor de k reajusta as linhas de
campo magnético do modelo que possui uma semelhanca mais familiar com a configuragao

geométrica da magnetocauda.
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Figura 11 — Esboco do campo magnético e da densidade de corrente da solugdo de H-F-
K-M para os valores (f, = 0,a = 0,b = 2) mas com k = 0,1. As linhas de
campo se tornam mais alongadas em comparacao com a Figura 10.

Fonte: o autor.

3.5 MODELO DE LAURINDO-SOUSA

Laurindo-Sousa et al. (2018) apresentou quatro solugdes inéditas utilizando fungoes
hiperbdlicas como generalizagoes do modelo de Harris (1962). Sdo modelos semelhantes em
alguns aspectos, principalmente com relagao a dindmica do campo magnético juntamente
com densidade de corrente, criando uma cadeia de ilhas magnéticas intercaladas com
pontos singulares na dire¢ao de um dos eixos. O modelo também apresenta pontos neutros

X afastados dos eixos.

As fungoes geradoras utilizadas foram:

L. g(¢) = cosh(bC),
2. 9(¢) = senh(bq),
3. 9(C) = cosh(ibC),

4. 9(¢) = senh(ib),

no qual sendo utilizada a férmula de Walker (2.82), resultaram nas seguintes solugoes

respectivamente:

o cosh?(bX)4cos?(bZ)
L= 2b\/cosh2 (bX)—cos2(bZ) ’

o cosh?(bX)+sen?(bY)
2. ¥=In 2b\/cosh2 (bX)—sen?(bZ) ’

o cosh?(bZ)+cos?(bX)
3. ¥=In 2b\/cosh2 (bZ)—cos?(bX) ’
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Figura 12 — Campo magnético e a densidade de corrente da solucao 3 de Laurindo-Sousa
para b = 0,5 com By = 49,15 x 107 (T), L = 10° m, e pg = 47 x 1077 (T
A/m).

Fonte: o autor.

4. 0 = In cosh?(bZ)+sen?(bX) .

2b\/cosh2 (bZ)—sen?(bX)
Os modelos 1 e 3 produzem ilhas magnéticas ou pontos-O com relagao a origem do sistema
de coordenadas num intervalo periddico aproximadamente de (=~ £3,0), significando que
em um determinado dominio de valores, seja ele na direcao X ou Z, sera produzido um
ciclo do pico da densidade de corrente em uniao com o minimo do campo magnético cor-
respondente a esse intervalo, se estendendo ao infinito. As solugoes 1 e 3 se diferenciam
somente no fator ¢ (unidade imaginéria), pois quando ele é multiplicado dentro do argu-

mento da fungdo geradora ocorre uma rotacao de 90° da projecao que é representa no

plano X Z.

Na Figura 12 é mostrada a terceira solugao para g(¢) = cosh(ib(). A figura mostra
semelhanca com o modelo de Fadeev em relacao a presenca de cadeias de ilhas magnéticas
a0 longo do eixo X. E observado que os pontos de singularidades também sdo esbogados
na diregao X, essas singularidades podem ser localizadas em (k7 /b, 0) sendo k& um nimero
inteiro. Quando o valor de b for aumentado, o tamanho das ilhas magnéticas é modificado.
A medida que b cresce, as ilhas diminuem, assim, alterando o tamanho do perfodo, ou
seja, a distancia relativa entre elas que era de (= £3,0) passando a ser sistematicamente

menor. J4 os modelos 2 e 4 somente se diferenciam na posi¢ao das ilhas e pontos singulares.

3.6 MODELO DE B-W

O modelo de Brittnacher e Whipple (2002) (B-W) é uma solugao totalmente dife-
rente quando confrontado diretamente com a solu¢ao de Harris (1962). Ele nao se reduz
ao modelo de Harris em nenhuma situacao de delimitagao. Esse modelo descreve um par

isolado de correntes que sao paralelas entre si, contendo um ponto no qual o campo mag-
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Figura 13 — Campo magnético e densidade de corrente normalizada do modelo de Britt-
nacher e Whipple (2002). O pardmetro « determina as coordenadas da loca-
lizacao das duas correntes paralelas, nesta caso a = 2, assim a densidade de
corrente se eleva ao maximo em X = +£2. Foi plotado para este caso o valor
£ = 0,5, a curvatura das ilhas magnéticas tem contorno aproximadamente
semelhante a uma circunferéncia.

Fonte: o autor.

nético se anula, caracterizando um ponto neutro tipo X. Sendo que esse referido ponto,
fica no centro de duas ilhas magnéticas ou pontos O, mas que tem uma limitacao, segundo
Yoon e Lui (2005) a densidade de corrente diverge no centro das ilhas. Entretanto, nao
é possivel visualizar de forma geométrica esta divergéncia porque o programa utilizado
fez uma interpolacao que exclui a singularidade para assim poder visualizar os valores de
Jy proximos dela. Tirando a divergéncia de J,, o modelo terd certa similaridade com a

solucao de Fadeev.

Segundo Yoon e Lui (2005), em um sentido matemético, o modelo abordado tam-
bém pode ser derivado da férmula de Walker. Porém, o modelo de B-W seguiu o método
analitico apresentado por Kan (1973). Um dos objetivos do modelo B-W foi demonstrar
que uma abordagem analitica é util para configura¢des que envolvem mais de uma di-
mensao quando comparado com a modelo de Harris e assim, obter solugoes contendo um
unico ponto X. Neste sentido, este modelo ¢é diferente do apresentado por Fadeev, donde

existia uma periodicidade na representacao dos ponto X ao longo do eixo das abscissas.

Para Brittnacher e Whipple (2002), este modelo pode ser convenientemente uti-
lizado para interpretar dados magnetosféricos, no qual o foco seja o ponto X ou suas
vizinhancas. Ja para estudar ilhas magnéticas ou cortes transversais em tubos magnéti-
cos, este modelo nao é adequado porque no centro das ilhas magnéticas J, diverge. Na
pratica, em uma configuracao bidimensional, os pontos X geralmente aparecem isolados

em uma regiao do geo-espago entre tubos magnéticos (FERREIRA et al., 2017).

A funcao geradora definida para o modelo de Brittnacher e Whipple (2002) é uma
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Figura 14 — Campo magnético e densidade de corrente normalizada do modelo de Britt-
nacher e Whipple (2002). Esta figura é similar & 13, mas neste caso o grafico
esta apresentado para § = 5.
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Fonte: o autor.

funcao exponencial que nao depende diretamente da variavel ( = X + iZ, se ndo que

depende de uma fungao composta p(¢). Neste contexto, a fungao geradora é a seguinte:
g(¢) = =P, (3.25)

em que a escolha de p(() é feita conforme a defini¢do de transformacao de coordenadas

elipticas com ((p) = acosh(p), ou pode-se dizer equivalentemente:

(67

p(¢) = cosh™ (£> . (3.26)

Utilizando uma propriedade mateméatica da funcdo cosh™, também pode-se escrever:

o(¢) =ln S EVE T VS_O‘Q (3.27)

O parametro a determina a localizacao relativa do par de correntes paralelas, ao mesmo

tempo em que o pardmetro § determina a forma da elipticidade dos pontos O.

O processo de derivagdo detalhada de (3.25) é dado em Brittnacher e Whipple
(2002). O resultado se d4 da forma:

o VT ;osh(ﬁf),

com ry = /(X + )%+ 22, E=In(t+Vr2—-1) e 7':—”;;“.

Sera mostrado os graficos do campo magnéticos e a densidade de corrente para

(3.28)

diferentes parametros para o modelo de Brittnacher e Whipple (2002). Para visualizar o
anterior, as Figuras 13 e 14 sao mostradas para os valores § = 0,5 e § = 5, as constantes

By, L e po foram mantidas como nos modelos anteriores no qual fazem parte de (3.1),
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(3.2) e (2.81). Como o pardmetro « simplesmente determina a distancia relativa entre os
dois centros das correntes paralelas, optou-se por nao variar esse parametro, entretanto,
foi escolhido um valor fixo a = 2. Em consequéncia disto, na Figura 13 a densidade de
corrente fica representada na regiao do plano bidimensional nas vizinhancas dos pontos
X = £2. Ja o parametro [ estabelece o formato da elipticidade dos pontos O ou ilhas
magnéticas (KHRABROV; SONNERUP, 1998). Observou-se que para valores baixos de 3,
a estrutura da ilha magnética torna-se aproximadamente uma curvatura de circunferéncia,
isto ocorre diminuindo o valor de 3 gradativamente, enquanto que para valores altos de

[, as ilhas tornam-se alongadas.

Na Figura 14, visivelmente as linhas das ilhas magnéticas estao mais esticadas em
comparagao com o grafico mostrado em 13. Isto da liberdade para fazer varios ajustes
de 8 conforme as necessidades se modelar determinado tipo especifico da configuracao de

linhas de campo magnético.

3.7 MODELO DE YOON-LUI-1

Esse modelo foi abordado em Yoon e Lui (2005), sendo uma solu¢ado que migrou
uma das classicas formulagoes originalmente feitas e discutidas por Walker (1915) e que
foi produzida num contexto no qual, a aplicacao original foi intencionalmente feita para
o ramo de estrutura galatica, e nao na fisica do plasma. Varias funcoes geradoras foram
discutidas por Walker (1915), e foi uma dessas que foi possivel traduzir para o contexto da
fisica espacial, que devidamente culminou sendo uma distribuicdo de corrente cilindrica
de comprimento infinito (LUI et al., 2008).

A fungao geradora sugerida foi a seguinte:

9(¢) = ¢, (3.29)

sendo v um numero inteiro. Sua derivada sera:

g =v¢" (3.30)
Substituindo (3.29) e (3.30) em (2.82) resultaré:
¥ =1In w, com R=+VX2+272 (3.31)
v

O gréfico deste modelo esté visualizado na Figura 15 considerando o valor de v = 1.
Este modelo tém a peculiaridade de mostrar uma ilha magnética isolada na origem do
sistema de coordenadas em que R = 0. Somente que o valor da densidade de corrente J,
¢é diretamente afetado pelo parametro v. Para ter uma ilha magnética com valor maximo
de J, em R = 0 somente pode ser utilizado o valor v = 1, por isso foi o escolhido para

mostrar o modelo na Figura 15. Para v > 1 o valor de J, se mantém convergente em
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Figura 15 — Configuracao do campo magnético e a densidade de corrente normalizada do
modelo sugerido por Yoon-Lui-1. E uma distribuicdo de corrente cilindrica
de comprimento infinito em duas dimensoes para v = 1, By = 49,15 x 107°
(T), L =10°m, e pig = 47 x 1077 (T A/m).

Fonte: o autor.

R = 0 mas fica nulo, sendo que o valor maximo serda encontrado ao redor de R = 0.
Quanto mair seja o valor de v mais afastado de R = 0 estard o valor de J,. No caso de
v > 1, J, passard a ter uma singularidade em R = 0, ou seja serd divergente na origem.
Do ponto de vista fisico, ao aplicar este resultado analitico na andlise de um tubo de
campo, deve-se utilizar v = 1. Isto porque num tubo magnético, em uma configuracao

tipo ilha magnética, a densidade de corrente também sera maxima no centro.

3.8 MODELO DE YOON-LUI-2

Essa foi outra formulagao sugerida por Yoon e Lui (2005), no qual eles discutem
um modelo alternativo de ponto X, em que a densidade de corrente no centro das ilhas
magnéticas vizinhas é finita. Isto porque no modelo de Brittnacher e Whipple (2002), a
estrutura de equilibrio contendo um ponto X é caracterizada por um par de correntes

paralelas em que a densidade de corrente diverge nos dois centros das ilhas magnéticas.

Ha uma desvantagem na utilizacao desse modelo, pois ele contém duas singulari-
dades magnéticas acima do eixo Z, como serd mostrado na visualiza¢ao desse modelo. A

funcao geradora dessa solucao é:

9(¢)=¢— % (3.32)

substituindo (3.32) em (2.82), segue o resultado:

(R*+a)? 4+ R* — 4aX?

W p—
SR+ 0 —daz?]

(3.33)

onde R? = X? + 72,
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Figura 17 —
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Gréfico do campo magnético no modelo alternativo de linha-X de Yonn-Lui-
2. Foi plotado para a = 3. No dominio de visualizagao da solucao observam-se
duas ilhas magnéticas acima do eixo das abscisas com um ponto neutro X na
origem. No eixo Z observam-se duas singularidades magnéticas.

Fonte: o autor.

Gréfico do campo magnético no modelo alternativo de linha-X de Yonn-Lui-
2. Foi plotado para a = 6. Note que os pontos singulares localizados no eixo
7, foram afastados do intervalo de plotagem quando comparado com a Figura
16.

=3 -2 =1

1 4

0
X

Fonte: o autor.
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Continuando com o modelo adotado neste capitulo, mostramos a solucao deste
modelo representado pela Equagao (3.33). Num primeiro momento, na Figura 17 mostra-
se (3.33) com a = 3. Perceba que acima do eixo X estao localizadas duas ilhas magnéticas
em X = ++/a com densidade de correntes finitas entrando no plano. Na origem do sistema,
de coordenadas, entre as duas ilhas magnéticas, esta localizado o tinico ponto neutro X
no dominio da solugao. Outro aspecto peculiar é a existéncia no eixo Z de duas estruturas
magnéticas com campo orientado no sentido oposto ao visualizado nas ilhas magnéticas.
Este tipo de estrutura é carateristica de uma singularidade magnética com densidade de
corrente nula no centro. Este tipo de singularidade é o mesmo que apareceu na solugao
de Kan em (0, +v/0). Esta singularidade nio é desejada quando um modelo analitico se
utiliza, por exemplo, para gerar as condicoes iniciais em simulacao MHD ou nos testes para
melhorar a solugdo numérica da equagao de Grad-Shafranov (OJEDA-GONZALEZ et al.,
2015). Na solugao de Kan optou-se por dividir o dominio, de forma que o eixo Z fosse
excluido. O modelo Yoon-Lui-2 possibilita fazer esta exclusao de singularidades de uma
forma mais elegante. Na Figura 17, se mostra o resultado desta exclusao de singularidade,
que se fez de uma forma muito simples, somente considerando a = 6. Ou seja, aumentando
o valor de a afastamos as duas singularidades da origem, mas, ao mesmo tempo, também

afastamos as duas ilhas magnéticas.

3.9 MODELO DE YOON-LUI-3

Mais uma vez, Yoon e Lui (2005) sugerem uma solugdo que é uma generalizagao
de distribuicao de corrente cilindrica de comprimento infinito no eixo Y, abordado anteri-
ormente nos modelos alternativos de Yoon-Lui-1 e 2 que foi uma nova reformulagao para
fisica de plasma, de uma das solugoes formuladas por Walker (1915). A funcao geradora

proposta para essa referida estrutura é:

¢
_ 34
90 = = (3.34)
e substituindo Equagdo (3.34) em Equacao (2.82), a solugao esperada sera:
1 S(S + R?)?

sendo: S = (1 —a’R?*)? + (2a2)*, T = (1 — a"R*)? + (4a®’X Z)?, com R? = X? + Z2.

Mostrando o mesmo tipo de grafico das se¢oes anteriores, na Figura 18 representa-
se a forma geométrica obtida a partir de (3.35). Esta figura tem muita semelhanga com
o modelo Yoon-Lui-2 mostrado na figura 16. Do ponto de vista geométrico, este modelo
apresenta rotacionalidade idéntica do campo magnético, mantendo a presenca de um
ponto X na origem, duas ilhas magnéticas acima do eixo das abscissas e dois pontos
singulares no eixo das ordenadas. Nesta novo modelo, o parametro a continua sendo

utilizado para variar as posi¢oes dos pontos singulares e das ilhas magnéticas.
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Figura 18 — Configuracao do campo magnético e a densidade de corrente normalizada
do modelo de Yoon-Lui-3 com escolha de a = 0,7 By = 49,15 x 1072 (T),
L=10°m, e py=4r x 1077 (T A/m).

Fonte: o autor.

No modelo Yoon-Lui-2, o aumento do parametro a afastava da origem tanto as
ilhas como os pontos singulares. Uma diminui¢ao de a ocasionava o efeito contrario. A
presenca de um ponto neutro X entre duas ilhas magnéticas provoca uma instabilidade
chamada de coalescéncia, ou seja, as duas ilhas podem se juntar e formar uma tunica
ilha magnética (PRIEST; FORBES, 1992; SCHOLER, 1988). Em Yoon-Lui-2 isto nao
aconteceu porque os pontos singulares impossibilitavam a manifestagdo da instabilidade de
coalescéncia quando a diminui. O maior mérito do modelo Yoon-Lui-3 é que a diminuic¢ao
do parametro a traz as ilhas para a origem e afasta as singularidades da origem, ou seja,
cria as condicoes ideais para se desenvolver instabilidade de coalescéncia onde as duas ilhas
irdo se transformar em uma tnica e gigantesca ilha magnética. Na Figura 19, mostra-se o
modelo de Yoon-Lui-3 considerando a = 0, 1. As duas ilhas da Figura 18 se transformam
em uma unica ilha bem estruturada, com densidade de corrente finita e maxima no centro
da ilha. O dominio de visualizagao da ilha se apresenta sem nenhuma singularidade, sendo

este um fato importante na aplicabilidade do modelo.
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Figura 19 — Configuracao do campo magnético e a densidade de corrente normalizada do
modelo de Yoon-Lui-3, com escolha de a = 0, 1.

Fonte: o autor.
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4 RESULTADOS E DISCUSSAO

Neste capitulo serd apresentada uma nova solugao com o objetivo de estudar 1a-
minas de corrente com uma geometria diferente. Ou seja, uma solu¢ao que apresenta uma
lamina de corrente concéntrica em relacao a origem e cuja geometria possa ser manipulada

por meio de variacao de um tnico parametro.

4.1 SOLUCAO PROPOSTA

Para propor uma nova solugao, é necessario que a fungdo geradora esteja definida
em variaveis complexas e que seja analitica para poder satisfazer as condi¢oes indispensa-
veis na obtengao de W. Desta maneira, a fungao geradora ¢g(¢) fornecerda um determinado
tipo de morfologia magnética provinda da férmula de Walker (WALKER, 1915), que ird

satisfazer, no plano dos nimeros complexos, as condi¢des anteriormente citadas.

Levando em consideracao os modelos de Yoon-Lui-2 e de Yoon-Lui-3 discutidos
no capitulo anterior, supomos uma maneira de juntar ambos modelos para obter uma
nova solugdo. Ambos modelos tinham em comum a dependéncia do parametro a para
afastar as singularidades do dominio de integracao. Ou seja, aumentando-se o valor de
a, as singularidades presentes acima do eixo Z eram afastadas da origem do sistema de
coordenadas. Em ambos modelos, para a escolha de um determinado valor de a, um ponto

neutro X aparece na origem e duas ilhas magnéticas aparecem acima do eixo X.

Percebe-se que o aumento de a no modelo de Yoon-Lui-2 afasta as duas ilhas,
enquanto em Yoon-Lui-3 as ilhas se juntam para formar uma tunica ilha na origem do
sistema de coordenadas. Neste sentido, surgiu a curiosidade de explorar ambos efeitos

propondo uma nova fungao geradora obtida da multiplicagao de (3.32) e (3.34).

A multiplicacdo de ambas fun¢oes ainda resultara em uma fungao analitica con-
forme Churchill e Brown (1984), podendo atender as condigoes necessarias para a busca

de uma nova solugao. Sendo assim, seja:

o= << - g) ' <1+W) (4.1)
B GT_) | (ﬁ) | (4.2)

Portanto a funcao geradora que sera utilizada é:

¢ —a

9(¢) = - a2 (4.3)

Segundo a férmula de Walker é preciso obter o quadrado do mddulo da derivada de (4.3),
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logo ela sera:
oo 20(1—a?¢?) — (¢ — a)(—2d%()
g (C) = (1 — aQCQ)Z
20— 20%C3 + 202 — 2a3¢
- (1-a2¢?)’”
2(1—a?)¢

et (4.4)

implicando que:

22 (1-a%)’¢¢*
(1—a%®)*- (1-a2%¢2)
4(1—a3)? (X2 + 22)

- = . (4.6)

9 = (4.5)

Com C valendo:

(1-a’C)(1 - a’¢?))’
1— a(*2 _ GQCQ + a (CC*)2}2
1— az(C*2+C2)+a4(X2+Z2)2}2

1—aX (X2 —2XZ — 2>+ X> + 2iX7Z — 7%) + a*(X* + 2°)?])°

1—a®(2X2 - 22%) + a*(X? + 22)?]°

1—2d%(X? - 72%) + a*(X? + 22)?)°

14 a2(a3(X? + 72)? — 2(X? - 72%)]*. (4.7)

C=|
=
=
=
= [
= [
=

Portanto, a Equagao (4.6) ficard da forma:

4(1—a®)? (X2 + 2?)

19O = [14 a2(a?(X2 + Z2)2 — 2(X2 — Z2)]2,

, : < 2
Agora é preciso calcular uma expressao para |g(¢)|”, sendo esta:

9(¢) - g(¢

RS, |
(Cat ) (o)
(
(7

X2 +4+2XZ—2Z%—a X?—2XZ—-27%—a
1— a2 X2+ 2X7 — Z?)) ' (1 — (X% - 2X7 — Z2))
Z2—a ) +1(2X7) (X2 —-22—a)—i(2X2Z)
) ' <[1 —a*(X? - 22)] + z‘<2a2XZ>)

1—a2 X2 )] —i(2a2X Z)
B ) + 4X272 (4.9)
- a2(X — 72 + 4at X222 '




60

Perceba que conforme (2.82) a W seré:

1 2
21g'(O)
portanto substituindo (4.8) e (4.9) em (4.10):
1+ (X%2-Z%—a)?+4X2 22
2
U—n [1—a?(X2—22)]*+4a' X2 22 (4.11)

4(1-a3)/(X2+22)
T+a2(a2(X 2+ 22)2—2(X2—22))

Fazendo algumas alteracoes algébricas em (4.11):

(1= a2(x2 = 22))" + (X2 = 22 — )" +4X222 (a* +1) | [1 42 (a3(X? + 22) = 2(X? = 22)]

¥ =1In
4(1- ) /(X7 F 29 |(1 - a2(X? - 22))° + 401 X227
(4.12)

Trés pardmetros sao inseridos para simplificar a forma de escrever de (4.12), isto é:

R*=X*+ 277, (4.13)

U? =4X°7% (4.14)

T° = X? - 7° (4.15)
A expressao final de Equagao (4.12) fica:

(1 - a2T?) + (T — a)* + U? (a* + 1)} 1+ a? (2R — 277)]
U =In (4.16)

4(1—ad) R[(1 - a2T?)* + a*U?]

Substituindo Equagao (4.16) nas Equagoes (3.1), (3.2) e (2.81) serdao obtidas as compo-

nentes do campo magnético e a densidade de corrente respectivamente.

4.2 GEOMETRIA DA SOLUCAO

A solucao encontrada em (4.16) apresenta duas singularidades, ou seja, valores que
indeterminam o denominador da func¢ao. Quando se anula o parametro R, significa que
existe uma indeterminacao na origem. A outra singularidade aparece em a = 1. A singula-
ridade em R = 0 nao pode ser deslocada alterando o pardmetro a. Isto é uma deficiéncia
do modelo se comparado com os modelos Yoon-Lui-2 e 3, nas quais as singularidades

podiam ser deslocadas variando o parametro a.

Para ter mais detalhes da geometria do modelo é necessario mostrar os resultados
graficos, utilizando o mesmo tipo de visualizagao apresentada durante todo o capitulo
anterior. Desta maneira, pode-se comparar a nova solugdo, caso seja necessario, com as

solucoes revisadas no Capitulo 3.
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Figura 20 — Graficos da solugao proposta para valores negativos do pardmetro a como
segue: (a) a = —0,05; (b) a = —0,5; (¢) a = —1,0 e (d) a = —2,5. Cada
painel mostra o grafico de contorno do campo magnético com sua respetiva
orientacao no plano X 7, superposto com o médulo de J,. Em todos os painéis
existe um ponto singular na origem do sistema de coordenadas. Duas ilhas
magnéticas acima do eixo das ordenadas e dois pontos neutros X no eixo das
abcissas aparecem nos painéis (a) e (b). Em relagao aos painéis (a) e (b), em
(d) as ilhas e os pontos X mudam de eixo. No painel (c) existe uma corrente
anelar uniformemente estruturada ao redor da origem, ou seja, uma lamina
de corrente circular com geometria cilindrica ao longo do eixo Y.

(b)
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Fonte: O Autor

A Figura 20 estd composta por quatro painéis que somente diferem no valor ado-
tado do pardametro a como segue: (a) a = —0,05; (b) a = —0,5; (¢) a = —1,0 e d)
a = —2,5. A superposi¢ao do campo vetorial em X7 com o médulo da componente Y da
densidade de corrente, possibilita a localizagao dos pontos singulares, das ilhas magnéticas,
dos pontos X e da lamina de corrente. Todas as estruturas citadas na sentenca anterior

aparecem neste modelo, somente temos que fazer uma escolha adequada do parametro a.

Comecamos a analise deste modelo escolhendo um valor de a entre 0 e —1. O
painel (a) mostra que para a = —0,05, duas ilhas magnéticas aparecem simetricamente
acima do eixo Z. As ilhas estdo comprimindo a estrutura magnética formada pelo ponto
singular localizado na origem. As linhas do campo magnético na regiao de contato entre
cada ilha com o ponto singular apresentam o mesmo sentido. No entanto, acima do eixo
das abscissas aparecem simetricamente dois pontos neutros X, eles causam a coalescéncia

das ilhas magnéticas quando o valor do parametro a se aproxima de zero.
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Figura 21 — Gréaficos da solugao proposta para o valor nulo e valores positivos do para-
metro a como segue: (a) a = 0; (b) a =0,05; (¢) a =0,5ed) a=2,5. Cada
painel mostra o grafico de contorno do campo magnético com sua respectiva
orientacao no plano X Z, superposto com o médulo de J,. Em todos os pai-
néis existe um ponto singular na origem do sistema de coordenadas. Duas
ilhas magnéticas acima do eixo das abcissas e dois pontos neutros X no eixo
das ordenadas aparecem nos painéis (a), (b) e (c¢). No painel (a) existe uma
corrente anelar uniformemente estruturado ao redor da origem, ou seja, uma
lamina de corrente circular com geometria cilindrica ao longo do eixo Y.
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Fonte: O Autor

A melhor formacao das ilhas aparece quando a = —0,5, como apresentado no
painel (b). De a = —0,5 até a = —1 as ilhas novamente se aproximam e em a = —1,
apresentado do painel (c), elas se unem completamente para formar uma corrente anelar
cilindrica ao redor da origem. Esta corrente anelar é uma lamina de corrente, sendo este o
tnico modelo que apresenta um lamina de corrente com esta geometria. Em relacdo com a
existéncia da unido entre duas ilhas, o modelo é similar com Yoon-Lui-3, mas o resultado

final é diferente.

Quando o valor de a é menor que —1 (ver painel (d)), as ilhas ficam sempre acima
do eixo X. Neste caso, a diminuicao de a faz que essa estrutura fique cada vez mais
compactada, mas com caracteristicas de fractal, no sentido que em pequena escala ela

sempre serd observada com as mesmas carateristicas geométricas.

A Figura 21 mostra o mesmo tipo de grafico apresentado na Figura 20, mas com

valores diferentes do pardmetro a como segue: (a) a = 0; (b) a = 0,05; (¢c) a = 0,5 e (d)
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a = 2,5. O painel (a) apresenta a mesma configuracao de corrente anelar como visualizado
na Figura 20c. Variando a entre 0 e um valor préximo de 1, teremos uma configuragao
semelhante a apresentada na Figura 20d. Ou seja, duas ilhas magnéticas acima do eixo
X e dois pontos neutros no eixo Z. No painel (b), com um valor de a préximo de zero,
se observam as ilhas magnéticas no processo de jungao ou unido. No painel (c), as ilhas
estao mais separadas. No painel (d), quando o valor de a é maior que 1, toda a estrutura
comega diminuir, tendo o efeito fractal como foi comentado durante a apresentagao da
Figura 20d.

De forma geral, este novo modelo, em comparacao com todos os outros apresenta-
dos neste trabalho, tem a vantagem de apresentar a tnica lamina de corrente cilindrica,
com a possibilidade de decidir em qual dos eixos colocar as ilhas magnéticas. O modelo
também tem a vantagem que apresenta carateristicas fractais em relacao a dependéncia
da geometria em funcao da escala de observacdao. A desvantagem do modelo é a impossi-

bilidade de remover a singularidade da origem.
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5 CONCLUSOES

A equacao de GS é utilizada para se compreender processos fisicos que ocorrem
no geoespaco, por exemplo, na magnetosfera e em estruturas magnéticas do vento solar.
A pesquisa aqui abordada, foi elaborada visando uma construcgao sistematica e coerente
com as teorias envolvidas nas areas de fisica de plasmas, eletromagnetismo e a teoria
Magnetohidrodinamica (MHD). Esta é uma equacao diferencial parcial (PDE) nao-linear
de segunda ordem importante para se fazer simulacoes de determinadas situagoes fisicas
no plasma geoespacial. Foi abordada e explicada a construgao fisica-matematica utilizando
teoria cinética em fisica de plasma para a obtencao de uma forma simplificada da equacao
de GS (Equagao (2.80)), que também é uma forma simplificada da equacao de Liouville. As
solucoes analiticas decorrentes da formula de Walker, dependendo do argumento da fungao
geradora no qual sao definidas, podem representar variedades de configuragoes topoldgicas
de campos magnéticos, que em determinadas situacoes fisicas, podem apresentar laminas

de corrente bidimensionais.

A Equagao de GS (2.2), apresentada no comeco do Capitulo 2, ndo tém solucao
analitica, mas pode se resolver numericamente como um problema de Cauchy, sendo
que a equagao diferencial estd sujeita a certas condigdes iniciais (SONNERUP; GUO,
1996; HAU; SONNERUP, 1999; HU; SONNERUP, 2001; OJEDA-GONZALEZ et al.,
2015). No trabalho de Hau e Sonnerup (1999) se utilizou a solugdo analitica proposta
por Fadeev, Kvabtskhava e Komarov (1965) para criar um grafico de contorno que permitiu
visualizar o erro percentual, 1til na interpretacao dos resultados da solugao numérica.
Novas solugoes analiticas da Equagao (2.80) também poderao ser importantes para validar

futuras melhorias na solucao numérica.

As solugoes analiticas também sao importantes para entender a coexisténcia entre
os pontos tipo-X, Tipo-O (ilhas) e Tipo-S (singularidades) que aparecem, por exemplo,
nos modelos de Kan (KAN, 1979) e na solucao analitica encontrada na tese de Antdnio

Nilson e publicados em Laurindo-Sousa et al. (2018).

Se pode concluir que, as solugoes conhecidas até hoje com aplicacao geofisica in-
cluem o modelo de Harris (HARRIS, 1962), modelo de Fadeev (FADEEV; KVABTSKHAVA;
KOMAROV, 1965), modelo de Kan (KAN, 1973; KAN, 1979), modelo de Manankova (MA-
NANKOVA; PUDOVKIN, 1996; MANANKOVA; PUDOVKIN, 1999; MANANKOVA;
PUDOVKIN; RUNOV, 2000), modelo H-F-K-M (YOON; LUI, 2005), modelo de Laurindo-
Sousa et al. (2018), o modelo de B-W (BRITTNACHER,; WHIPPLE, 2002) e as trés
generalizagoes do modelo B-W apresentadas por Yoon e Lui (2005). Dessas solugoes, os
modelos de Fadeev, Kan, Manankova, H-F-K-M e Laurindo-Sousa sao todas variacoes e

generalizagoes do modelo de Harris, mas o modelo de B-W e respectivas generalizac¢oes



65

nao vem da solucao Harris e nem se reduz a ela.

As solugdes bidimensionais abordadas no Capitulo 3, podem ser construidas com
suficiente flexibilidade para se modelar varias caracteristicas fisicas que sao relevantes
para a aplicacao geofisica, como as linhas neutras onde o campo magnético tende a 0,
estrutura de ilha magnética, e a dinAmica do comportamento proximo a magnetocauda

da Terra.

Os graficos plotados ao longo do Capitulo 3, somente haviam sido plotados nas
referéncias aqui citadas, em forma de grafico de contorno. Sendo, portanto, os graficos
deste trabalho, plotados com o campo magnético e densidade de corrente normalizada
juntamente com ilustracoes e boa resolucao grafica, inovagoes e reformulagoes a literatura
que facilitam a pesquisa de intimeros tépicos tratados na geofisica. Ajudando no estudo

da reconexao magnética, que é um assunto muito discutido na comunidade cientifica.

Foi proposta uma nova funcao geradora derivada a partir do produto dos mode-
los de Yoon-Lui-2 e 3. A funcao geradora foi substituida na férmula de Walker, dando
como resultado uma nova solugao ¥ da forma simplificada da equacao de GS. O modelo
apresenta duas singularidades, uma na origem do sistema de coordenadas e outra singu-
laridade aparece se definimos @ = 1. O campo magnético ao redor da singularidade (0, 0)

¢é circular com orientacao no sentido anti-horario.

O modelo para os valores a = —1 e a = 0 apresenta uma tnica lamina de corrente
cilindrica. No intervalo 0 > a > —1, duas ilhas magnéticas aparecem no eixo das ordenadas
e dois pontos neutros X no eixo das abscisas. No intervalo a < —1 e a > 0 as duas
ilhas aparecem no eixo das abscisas e os dois pontos neutros X no outro eixo. O campo
magnético nas ilhas magnéticas tem orientacdo em sentido horario. De forma similar ao
modelo de Yoon-Lui-2, variando o parametro a as ilhas magnéticas se unem, mas desta

vez numa unica lamina de corrente cilindrica.

De forma geral, este novo modelo tém a vantagem de poder decidir em qual dos
eixos colocar as ilhas magnéticas e apresenta carateristicas fractais porque a geometria é
a mesma em diferentes escalas de observagao. A desvantagem do modelo é a impossibili-
dade de remover a singularidade da origem. O novo modelo apresentado é um resultado
inédito deste trabalho e como pesquisa futura propomos um estudo mais detalhado das
caracteristicas fisicas do mesmo. Este estudo pode ser feito, gerando as condi¢bes iniciais
para realizar uma simulacao MHD adaptada a um determinado sistema fisico. No entanto,
antes de realizar a simulagao é necessario propor um método para excluir o ponto singular

do dominio de integracao.
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